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第 一 部 分 ”空间 解析 几何 讲义 


第 一 章 ”空间 坐标 系 


空间 解析 几何 和 平面 解 桥 几何 一 样 ， 也 是 由 给 定 的 有 序 
数组 确定 点 的 位 置 ， 且 议 它 为 基础 研究 空间 几何 图 形 的 一 些 性 
质 ， 但 它 所 研究 的 内 容 比 平面 解析 几何 更 加 多 祥和 广泛 ， 它 不 
仅 研 究 直 线 和 曲线 ， 而 且 还 要 研究 平面 和 曲面 ， 

因为 坐标 系 是 研究 解析 蕊 何 的 基础 ， 所 以 在 第 一 章 中 ， 我 
条 普 先 应 当 建 立 空间 直角 堂 标 系 。 同 时， 为 了 使 读 者 能 够 对 其 
全 坐标 系 也 有 某 些 了 解 ， 还 要 介绍 较 常 用 的 空间 极 尝 标 系 和 柱 
面 坐 标 系 ， 


$31 空间 直角 坐标 系 


在 中 学 的 数学 课程 中 ， 已 经 学 过 直线 坐标 系 〈 数 办) 和 平 
面 直 角 坐 标 系 。 空 间 直角 坐标 系 是 它们 的 一 种 推广 和 发 展 ， 那 
本 ， 空 间 百 角 坐 标 系 是 由 哪些 条 件 ， 怎 样 建立 起 来 的 呢 ? 现在 
我 们 就 来 讨论 这 个 问题 

我 们 先 取 变 于 一 三 面 且 互 相 愤 
下 的 基 个 轴 ， 用 吕 才 示 乞 人 和 们 的 交 
把 ，' 用 Ox 表示 第 一 个 轴 ，0Yy 表 
示 第 二 个 轴 ， Oz% 表示 第 三 个 轴 , 
在 图 中 ， 把 字母 x,y,% 写 在 对 应 
轴 正 向 的 近海 《图 1) ， 

再 服 一 个 线段 作为 测 昌 长 度 的 


单位 ， 也 称 测 度 单位 ， 以 0 为 共同 原点 ， 在 轴 Dx，Qy，02 上 
建立 数 儿 或 者 说 导入 泽 标 系 。 

设 林 是 空间 的 任意 一 点 ， 过 点 计 作 平行 于 平面 Oyx，Os%x 
和 Oxy 的 平面 ,用 了 ,8 和 RE 分 别 表示 这 些 平面 与 直线 0x， 
OF 和 Ox 的 交点 ， 设 wx, yy 和 %* 分 别 是 点 了 ,8 入 在 
直线 0x，OQy 和 0%s 上 的 坐标 系 里 的 华 标 ， 根 据 直 强 上 点 的 
华 标 定 兴 ， 则 x=0P,， y=00，%=0OR, 而 0P，00 和 DOR 分 
别 是 直线 Ox，Oy 和 0x 上 有 向 线段 0P,00 和 OR 的 代数 
值 ， 因 此 ， 对 于 空间 的 一 个 确定 点 计 , 刚 数 x,y 和 % 完 全 确定 ， 

反之 ， 如 肝 已 知 一 组 实数 x;,y 和 x， 则 在 直线 COx，Oy 
和 Ox 上 分 别 以 wy 和 名 为 举 标 的 点 了 ,0 和 RR 完全 确定 ， 
过 点 了 ，9 和 只 分 别 作 平行 于 平面 0y%，Ozx 和 QOxy 的 平 
面 ， 则 这 三 个 平面 交 于 了 瞧 一 一 点 措 ， 因 此 ， 一 组 实数 %》 秋 
x 在 空间 确定 唯一 一 点 ， 

由 上 所 述 ， 可 以 断定 ， 空 间 的 所 有 点 并 与 全 体 有 序 三 数组 
xyz 之 间 有 一 一 对 应 关系 。 建立 点 和 数组 间 的 这 种 对 应 ， 就 
说 在 空间 导入 坐标 系 ,我 们 把 这 种 坐标 系 电 做 空间 直角 誉 标 系 ， 
空间 上 于 所 对 应 的 数组 x,》 和 % 咀 黎 点 的 直角 涯 标 ， 数 * 
叫做 点 章 的 横 坐 标 ， 数 》 叫 艇 纵 坐 标 ， 数 x 间 徐 竖 坐 标 ， 平 
面 Oxy，0O7y% 和 Oxx 叫做 坐标 面 。 轴 0x，Oy 和 DOx 册 榴 
坐标 轴 ，Ox 叫 化 模 轴 ，Oy 叫做 级 轴 ，Ox 岂 获 坚 轴 。 点 口 叫 
做 坐标 厌 点 。 由 此 可 见 ， 空 间 直 前 举 标 系 ， 就 由 有 序 的 互相 午 
豆 的 三 个 坐标 轴 和 一 个 测度 单位 完全 确定 。 

空间 任意 点 旭 的 坐标 ， 常 用 
xs 表示， 着 记 作 章 (xyyyx)， 

三 个 坐标 面 Oyx， Dsx，Oxy 
把 整个 空间 分 成 八 个 区 域 ， 每 个 区 
域 都 叫做 卦 限 (图 2) 。 在 轴 DOx 
正 向 ，Qy 正 向 和 Ox 正 向 的 区 域 有 
叫做 第 一 扑 限 ; 在 - 轴 Ox 负 向 ， 图 ?3 
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Oy 正 向 和 0x 正 铅 的 区 域 叫做 第 二 卦 根 ;在 轴 Ox 负 和 问 ，0y 
和 负 向 种 0% 正 向 的 区 域 叫做 第 三 卦 陋 ; 在 轴 Ox 正 向 ，Oy 负 
癌 积 0% 正 向 的 区 域 叫 做 第 四 卦 限 。 在 第 一 .二 .三 ,四 封 限 下 
面 的 区 右 分 别 叫 微 第 五 .六 .七 .八卦 限 ， 

不 难看 出 ， 点 刘 所 在 的 封 限 与 它 坐 标的 符号 之 同 有 下 列 关 


显 热 ， 平 面 Oxy 于 每 个 点 的 竖 坐 标 都 是 零 ， 平面 Oy% 上 
每 个 点 的 槛 坐标 都 是 替 ; 平面 DOxsx 上 每 个 点 的 纵 坐 标 都 是 零 ， 
因为 坐标 原点 是 三 个 胃 的 交点 ， 认 以 它 的 三 个 坐标 都 是 零 ， 

根据 点 的 直角 坐标 的 定义 ， 从 上 示 不 难看 出 对 称 点 坐标 之 
闻 的 符号 的 变化 关系 。 便 如， 车 点 间 ({x,Y,%) 是 空间 的 一 点 ， 
则 点 PCx,y， 一 2%) 是 点 型 关 于 党 标 面 Oxy 的 对 称 点 ! 点 Qfx， 
-3?， 一 %) 是 后 提 关 于 畏 Ox 的 对 称 点 ; 点 R(X, 一 一 当 ] 
是 点 于 关于 涓 标 原 点 的 对 称 点 ， 

应 当 注 意 ， 在 空间 直角 举 标 系 中 ， 如 果 横 轴 、 纵 轴 、 坚 轴 
的 正 回 入 好 如 右手 拇指 、 食 指 、 中 指 所 指 的 方向 ， 则 这 样 的 坐 
标 系 加 向 右 旋 坐 标 系 ， 也 称 右 手 系 (图 3 )， 如 果 栅 轴 、. 织 轴 、 
竖 轴 的 正 向 恰 如 左 手 拇指 、 食 指 ， 中 指 所 指 的 方向 ， 确 这样 的 
坐标 系 叫 做 左旋 党 标 系 ， 也 称 左 手 系 〈 图 4)， 在 我 国 ， 通 党 
采用 右 旋 坐标 系 。 

例 1 已 知 空间 一 点 并 的 学 标 为 《3 ，4，5) ， 试 在 直 
和 角 举 标 系 Dx?z 中 摘出 它 的 位 置 ， 


局 2 
图 5 为 (3， 


) 
”| 1; NT 
/一 一 一 
图 4 


解 ” 如 图 5 ， 先 在 0x 轴 上 确 
定 坐 标 为 3 的 点 了 ，。 过 点 ?了 引 平行 
于 Oy 轴 的 线段 Po， 人 和合 其 长 度 为 
4， 然 后 再 从 则 点 引 和 王 直 于 Oxy 
上 坐标 面 的 组 段 QH, 使 其 长 度 为 5， 
则 点 尘 就 是 蓝 求 撒 出 的 位 置 . 

已 知 宝 间 一 点 并 的 堂 标 
2) ， 斌 摘出 它 关 于 


坐标 面 GOxy、 坐 标 辕 OF 和 些 标 原点 0 的 对 称 点 ， 


解 ”根据 对 称 点 坐标 之 间 的 符 
号 关系 ， 可 彻 点 记 关 于 Dxy 坐标 
而 、0y ” 轴 和 原点 和 的 对 称 点 分 别 
出 M3,3, 一 2),， (一 3， 了 3， 
321， 刘 :(-3，--3，--2). 外 乒 ， 
如 图 6 ， 作 Oxy 面 的 重 线 段 村 MM, 
穗 足 为 0， 使 MHO=01MH， 作 Gy 轴 
的 垂 线段 财 M,， 潍 足 为 R， 使 MR 


图 6 
= 及 js， 再 过 原点 D 作 线段 政 怕 ,， 使 10 = 0 对 ,， 这 样 得 到 的 


局 旭 ，4，M 就 是 所 要 描 出 的 对 称 点 ， 


32 空间 极 坐 标 系 


空间 极 坐 怀 系 在 地 理学 和 天 文学 中 有 着 广泛 的 应 有 用， 现 


| 


在 ， 我 们 来 建立 空间 被 航标 系 . 先 取 一 条 身 线 Oz， 过 局 局 作 重 
直 于 射线 Oz 的 平面 Oxy。 然 后， 在 平面 Ox 上 上， 以 必 为 极 
点 ， 射 线 0x 为 极 轴 有， 建立 平面 极 坐 标 系 (图 7 )。 

该 间 是 空间 的 任意 一 点 ， 吕 古 
它 在 平面 0xy 上 的 射影 。 连 结 线 
段 0 夺 、00， 用 + 表示 线段 OM 
的 长 度 += IQM| ,由 8 表示 后 
的 极 前 8= x08， 用 9 表示 射 
组 Ox 和 OM 移交 和 角 = xD， 
因此 ， 我 们 就 得 到 一 组 实数 r+，0, 

图 ? 9. 当 点 计 与 O 点 重 台 时 ，，” 等 于 

零 ， 钊 日 和 ?9 可取 任意 值 ， 

反之 ， 如 和 采 已 周一 组 实数 ”0 
9p， 则 可 求 得 一 点 提 ， 使 线段 0M 
的 长 度 等 于 >，-x00 和 xON 
分 别 等 于 日 和 PP， 所 并 融 是 球面 
{中心 为 口 半 径 为 r) 、 锥 面 { 顶 
司 为 上 ， 铀 为 0x， 顶 稻 为 28) 和 
半 平 面 0Ux(08 与 Ox 交 角 为 ) \ 
的 交点 (图 8) . 图 8 

这 样 ， 就 可 建立 空间 的 所 与 数组 +,，8, yp 间 的 对 应 关系 ， 
但 还 不 是 一 一 允许 。 在 是 ， 当 我 们 取 角 的 主 值 ，-r<8<SA 
0<p<z 时 ， 即 除 0x 轴 土 的 点 外 。 空 间 的 所 有 点 训 与 数组 +， 
9,¥ 之 间 就 能 俯 建 立 起 一 一 对 应 关系 。 建 并 点 和 数组 的 这 种 一 
一 对 应 关系 ， 我 们 豆 说 在 空间 导入 家 泽 标 系 ， 也 称 球 面 泽 标 
系 。 点 齐 所 对 应 前 数组 +，0, 9 叫做 点 五 的 极 泽 宗 ，” 叫做 动 
径 ，8 叫做 方位 角 ，% 叫 艇 天 顶 角 。 极 人 绎 标 为 f+; 的 点 放 
遂 记 做 诸 (r, pp)， 

0z 轩 上 点 的 破 坐 标 ， 通 常 是 不 确定 的 ， 但 ， 有 时 下 把 O% 
轴 上 点 的 么 标牌 向 是 + = 常数 ，0 取 任 意 值 ， 9?= 0 或 x 


在 研究 某 些 问题 时 ， 有 时 需要 把 直角 坐标 变 为 极 坐 标 ， 或 
把 极 坐 标 变 为 直角 坐标 ， 因 此， 我 们 有 必要 研究 这 两 种 华 标 间 
- 的 变换 关系 . 
AM (Kz) 为 此 ， 我 们 把 图 7 中 的 轴线 
Ox 和 0z 作为 直角 坐标 系 的 Ux 
轴 和 0% 轴 ， 取 它们 的 公 重 钱 作 为 
oy 二 ， 人 使 Ox，07，0% 组 成 二 旋 
系 〈 图 $) 。 在 这 种 情形 下 ， 我 位 
图 9 来 求 直角 淫 标 和 和 极 坐 标的 变换 式 . 
1 ”用 极 沧 标 吉 未 直 角 坐 标的 变换 式 
朗 放 是 空间 的 任 一 加 ， 它 的 直角 坐标 为 x,7?,x， 极 坐标 为 
"0,p， 则 
x*= OP=pcosd, y= OR= psing, = OM= reose, 
这 里 ，P= |00l ， 从 直角 三 角形 O8M 可 以 看 出 ，p = ”sinep。 
由 此 得 到 


xX=rcostsing 


(0) 


y= rsingsing <1) 
= Cosy 
这 旗 古 万 求 的 变换 式 . 
2” 用 直角 坐标 慌 示 极 父 标的 变换 式 
将 (1) 式 的 每 个 等 式 丙 边 各 自 平方 ， 然 后 两 迈 对 应 相 
加 ， 则 得 
w+ +t 二 sinip(lcosd + sind) + cos’op) 
(snp+cos gp) = 了 
或 
Po Xt yt 
再 出 《ty)》 的 第 一 式 的 两 边 分 别 去 除 第 二 式 的 两 边 ， 则 得 
=tgh 或 9=tg-' 二 
x x 


从 《1)》 的 第 三 式 ， 得 
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_ 二 = Cosp 或 P=008 -一 一 一 一 一 -一 
二 十 癌 


于 是 ， 我 们 得 到 所 求 的 变换 式 


(2) 


这 也 是 《1) 的 赣 变 换 式 . 

需要 注意 ， 用 (2 ) 式 计算 角 0 时 ， 极 角 的 主 值 有 时 不 
能 完全 确定 ， 如 果 要 得 到 满足 条 件 的 角 ， 可 以 按 〈x，.J) 的 符 
号 ,也 就 是 按 点 所 在 的 象限 选 定 。 主 于 角 p， 可 以 取 满 足 〈2 ) 
的 第 三 式 的 正 角 ， 因 为 9 的 取 值 范围 为 0<9<r， 

例 1 已 知 一 点 区 的 极 佣 标 为 (2, - 工 ， 互 })， 求 点 对 的 直 
角 上 坐标。 


解 出 题 设 ， 记 汶 ] r=2, 4= - 开 ， 2= 本 代入 (1) 式 ， 


得 
x=2cos( - 碟 ) sin{ 工 ) -9 EE 
和 


所 以 点 浊 的 家 角 举 标 为 (SE ，- 光 ,1)， 


例 2 已 知 感 于 的 直角 华 标 为 《-23，2，0) ， 求 局 前 
的 极 化 标 ， 
解 ” 册 万 设 ， 已 项 x*= -2,7》=2, 35=0， 找 入 公式 (2 )， 


了 


测 得 
ri (0): = 


0 tg tg 1) = 或 了 


-ecos- .=-.! 
PY 7 


因为 点 村 ( 一 2,2, 中 在 第 一 象限 ， 所 以 角 #8 应 取 >r. 因此 ， 点 


的 极 坐标 为 (2w 3 ,mr ). 


33 柱 面 坐标 系 


下 面 ， 我 们 来 导出 柱 面 坐标 系 。 
我 们 对 确 迁 一 个 空间 凋 第 仅 标 
条 (图 10) ,然后 在 坐标 平面 OX? 
上 建立 一 个 以 坐标 原点 口 为 极 局 ， 
Ox 辅 为 胃 辅 的 平面 援 坐 妹 系 。 
设计 是 不 在 0Dz 币 上 的 空间 尾 
意 一 点 ， 它 让 Oxy 平面 上 的 射影 周 10 
为 @， 有 用户 8 表示 平面 Oxy 上 点 8 的 极 华 标 ， 用 % 的 绝对 
们 表示 点 8 到 点 草 的 距离 。 这 样 ， 不 在 0x 轴 上 的 空间 任意 
一 点 总 有 p,8,.% 三 个 数 与 之 对 应 ， 
反之 ， 当 给 定 一 个 数 Pp,8,% 本 
确定 空间 了 瞧 一 一 点 ， 例 如 ， 当 p= 
常数 ， 而 4 x 可 任意 到 值 时 ， 则 
得 到 一 个 以 0x 轩 为 轴 的 柱 面 : 
当 8= 常数 ， 而 p，% 可 任意 取 值 
有 时， 则 得 到 一 个 以 0% 轴 为 边界 的 
半 平 面 ; 当 有 = 篆 数 ， 人 pp，9 订 
任意 电 值 时 ， 则 得到 一 个 平行 于 平 
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面 COx)》 鸥 平面， 

这 样 ， 当 给 定 三 个 数 p，#8,，% 则 三 个 面 -一 柱 面 j, 半 平 
面 x 和 平面 村 (图 11) 完全 确定 ， 而 这 三 个 面相 交 了 于 唯一 一 
成。 由 此 可 知 ， 一 组 数 p，9,，% 在 空间 确定 叭 一 一 所。 

因此 ， 除 Ox 轴 上 的 点 外 ， 空 间 所 有 点 与 三 数组 p,， 中 % 
之 问 成 一 一 对 诺 。 建 立 点 与 数组 间 的 这 种 对 应 ， 我 们 就 说 在 空 
闻 导 入 柱 面 坐 标 系 ， 我 们 把 数 p, 9 “ 叫做 点 晒 蕴 柱 面 坐标 ， 
并 记 作 Mrip, 0, 芝 ) 

0% 轴 上 点 的 柱 面 坐标 通常 是 不 依 定 的 ， 但 ， 有 时 也 把 这 
些 点 移 尝 标 看 做 是 P= 0，89 可 取 任 意 信 ， = 某 一 常数 ， 

由 柱 面 坐 标定 沁 可 知 ， 它 们 的 联 值 范 晓 为 

0 P+oo 
0 和 < 近 吕 < 2 
OT +oo 

容易 看 出 ， 若 空间 任意 一 点 惠 的 直角 誉 标 为 (x,7,%), 它 的 
柱 面 举 标 为 (p, 8,%), 则 它们 化 标 之 间 ， 有 如 下 关系 ， 

x= pcosp 

y= psing 《 工 ) 
《1) 忒 区 道 变 换 式 为 

P= XT | 

9% tg 一 | (2 ) 


条 一 包 
例 1 忆 知 一点 所 的 直角 华 标 为 (5， -二 ， 半 )， 求 点 届 
的 柱 夯 坐标 ， 


解 下 题 设 ， 知 x= 二 ,7= 一 了 


2 


(如 -VY 蚤 -号 


,= 让 代入 (2 ) 式 ， 得 


所 以 ， 点 必 的 柱 面 从 标 为 [- 蕊 -，tg” (-- 太 -), 了 |] 


例 2 已 知 一 点 村 的 柱 面 泽 标 为 (2, 了 ，3], 求 点 衣 的 直角 
坐标 . 

解 ” 由 题 设 ， 知 p=2， 6= 吉 5%=3， 代入 〈T) 式 ， 刚 
得 
< 人 3 = vv 可 


x = 2c0s 让 = 2 ， 


和 名 二 电 
所 以 ， 点 碟 的 直 第 笛 标 为 (w 3 13)， 
上 边 介绍 的 三 种 密 间 坐标 系 ， 最 基本 的 最 常用 的 是 直角 坐 
标 系 ， 
就 空间 党 标 系 来 说 ， 并 不 止 上 述 三 和 种， 根据 不 同 需要 ， 还 
可 以 建 这 各 种 各 样 的 华 标 系 。 例如， 伪 射 坐标 系 、 射 影 坐 标 系 
等 。 它 们 将 在 “从 书 ” 的 《高 等 几何 》 中 讨论 。 


本 是 


1。 在 空间 直 骨 坐标 系 中 ， 拱 出 下 烈 点 徇 位 置 ， 4《【-4 3,3), 8 
Cl,1; ~ 1), CC2, -3, -4), 

2。 过 求 点 (3,2,1) 关 于 各 举 标 而 ， 务 些 标 轴 及 举 称 原点 的 对 称 
点 坐标 ， 

3， 分别 指 出 点 4Ct6,&8， 丫 浇 足 下 列 条 件 时 在 空间 的 位 里 ， 

C1 oD BO ct 
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(C2) 0 

人 号 》 dH, 0, cD 

4) oA0, 0, co 

(5) d=0, hi, 0 

4。 在 空间 直角 奉 标 系 中 ， 设 枉 一 点 了 的 举 标 为 (5 3 人， 试 求 
县 点 了 引 至 各 坐标 轴 和 名 些 标 面 的 千足 坐标 ， 

5. 指出 下 列 各 点 的 位 置 ， AC2,0,0)， BC0,2,， (1 0, 2), 
Dil,2,0)., 

6. 斌 指出 上 举 标 满足 ， 

(ly z=y; 

(ty T= y=7, 
的 友 在 空间 的 位 置 ， 

7， 誉 标 岳 足下 列 条 柏 之 一 的 点 ， 位 于 哪儿 个 卦 眼 ? 《1 xy 站 0 
(27 ye C9) YE 

8 ,一 止 四 校 锥 的 认 边 和 楼 长 均 为 20, 顶点 位 于 Oz 轴 的 正 向 
上 上， 请 耐 在 Oxy 上 坐标 面 上 ， 且 居于 百 玫 Coy 辆 ， 瑟 | 尼 ， 
对 直 于 OX 辅 ， 试 求 点 SS，Pi，P:，P 及 了, 的 坐标 . 

9 已 知 正方 体 的 楼 长 为 吉 ， 下 底 通 在 Oxy 坐标 击 上 ， 底 而 中 心 
在 坐标 原点 ， 四 个 立 棱 在 Oxz 和 Oyzs 坐标 面 上 ， 试 求 各 顶点 的 华 标 . 

10， 试 求 满足 z =5 的 点 的 轨迹 。 

11。， 试 求 满足 条 件 : x= 1， ?= 2, 2 为 任意 实数 的 点 的 轨迹 ， 

12.. 试 求 半径 为 3， 与 三 个 举 标 面相 翅 ， 且 中 心 在 下 列 卦 限 内 的 球 
1 全 标 ， 

《1 ) 球 心 在 第 五 着 限 ; 

《2) 球 心 在 第 二 封 限 ; 

3》 球 心 在 第 七 封 限 . 

13， 试 在 极 从 标 系 中 描 出 点 枯 ,(4，-, 宇 } 和 MM,(4， 节 ,的 位 置 ， 

14. 已 知 点 于 1， 。 的 极 坐 标 为 (4， 闻 r， 室 ) 和 4， 下， 玉 ) 
试 求 点 村 | 村。 的 直角 坐标 ， 

15. 试 求 点 于 (vw 了，- 1，2w 了 ?的 极 泽 标 。 

16， 把 下 列 直角 坐标 系 表 示 的 方程 花 为 极 代 标 系 表 示 的 方程 ， 

Cl) witty :+s = 05 
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2 
17，、 已 知 虚 PC 的 直角 党 生 分别 沪 ，(3, 一 3 3 {9,3v 3 ,1)， 
(一 全 一方 5， -5 小 试 求 其 柱 夯 坐标 。 


18. 已 知 点 4,B 的 入 面 玲 标 为 43， 让 ，9 ) 和 (2， 忆 7，3)， 试 来 
革 直 首 坐标 ， 
19. 试 把 下放 直角 举 标 和 标 表 东 的 方程 化 为 往 面 坐标 系 表 示 网 方程 . 
1) -y= 人 0; 
CI) 人 二 区， 
20， 试 冰 柱 面 坐 乏 与 极 举 标的 互 化 公式 ， 


12 


第 二 章 问 量 人 代数 


向 量 运算 一 般 分 为 催 个 方面 ，-- 是 问 量 代数 ; 一 是 向 量 分 
析 。 这 里 只 介绍 向 量 代 数 的 有 关 知 识 。 徊 量 代 数 不 仅 是 解析 几 
何 课程 中 的 基本 内 容 ， 而 且 也 是 研究 自然 科学 和 科学 技术 的 有 
利 工 有 具 。 由 于 向 量 不 仅 上 共有 与 数 明 运算 相同 的 一 些 规律 而且 
还 有 它 自己 的 某 些 独特 的 运算 性 质 ， 因 而 在 用 它 解 决 一 些 问题 
时 ， 迅 速 而 简 癸 ，。 在 这 - - 章 中 ， 我 们 主要 介绍 向量 的 购 念 、 性 
质 及 其 运算 ， 


31 问 量 的 概念 


在 我 们 所 研究 的 量 中 ， 一 般 可 分 为 数量 和 向 量 两 种 ， 只 由 
数值 确定 的 量 ， 如 长 度 、 面 积 、 体 积 、 温 度 、 质 量 等 叫做 数 
重 ， 也 称 为 纯 量 。 除 了 数值 外 ， 还 必须 指出 方向 才能 确定 的 
量 ， 如 力 、 位 移 、 速 度 、 加 速度 等 叫做 向 量 ， 也 称 为 矢量 . 

一 个 向 量 ， 可 用 有 指向 的 线 妥 4B 表示 ， 刀 是 向 量 的 始 
点 ， 了 是 向量 的 终点 ， 向 量 的 始点 也 叫做 附着 点 ， 为 了 书写 方 
便 ， 向 量 也 常用 - -个 小 写 的 拉丁 字母 上 面 画 一 个 箭头 ， 如 4 来 
表示 (图 12) ， 和 有 时 也 用 黑体 字母 如 来 表示 ， 但 在 本 书 中 的 
图 里 用 正体 小 写字 母 表示 。 四 

向 量 的 长 度 叫做 向 量 的 模 。 车 向 量 为 4B 或 *， 则 它 的 模 
用 148 1 或 1e| 表示 。 

模 等 于 1 的 向 量 叫 佑 单位 向 量 。 与 向 量 “ 具有 同一 方向 的 
单位 向 量 叫做 向 量 “ 的 单 位 向 量 ， 并 记 做 4” ， 

模 等 于 等 的 向 量 由 做 零 向 量 。 零 向 量 的 始点 与 终点 重合 ， 
所 以 它 表示 一 个 点 。 零 向 量 的 方向 是 不 定 的 ， 但 根据 需要 可 位 
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总 过 定 ， 零 向 是 用 符号 0 表示 ， 有 时 也 用 黑体 的 数 0 表示 、 
空间 任意 两 个 向 量 ， 当 它们 的 槛 根 等 方向 相 回 时 中 做 相等 
向 是 。 若 向 量 AB 和 CD 相等 就 可 写作 AB = CD (图 13) ， 
相等 癌 基 之 间 的 区 别 具 是 它 信 之 问 的 始点 位 置 可 能 不 同 . 担 
是 ， 在 一 般 问题 中 ， 疝 量 始点 的 位 置 是 无 关 紧要 的 ， 重 要 的 是 
向 量 的 长 度 和 方向 ， 在 这 种 意义 上 下， 空间 的 向 量 又 蚂 做 自由 向 
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图 12 图 13 

看 。 也 就 十 ， 一 个 癌 量 在 不 改变 它 的 长 度 和 方向 的 前 提 下 ， 可 
在 空间 月 由 移动 ， 使 它 的 始 忆 附 善于 任意 一 点 。 根 据 相 等 向 量 
的 定 艾 ， 岗 时 与 第 三 个 调 量 想 等 的 两 个 向 量 必 然 彼 此 相等 。 记 
有 零 向 量 宛 可 看 做 是 相等 向 其 。 两 个 模 相 等 、 方 向 相反 的 向 量 
叫做 相反 向 量 。 向 量 《 的 相反 向 量 用 -4 表示. 

两 个 向 量 ， 如 漆 它 们 位 于 平行 直线 上 (或 在 一 条 直线 土 ) 
叫做 共 线 向 是 。 平 行 于 同一 平面 (或 在 同一 面 上 ) 的 向 量 叫做 
共 面 问 建 ， 


32 向 量 的 加 减法 


i 沿 量 的 加 法 

向量 的 夫 法 类 似 于 物理 学 中 的 力 的 合成 法 则 ， 因 此 ， 两 个 
问题 和 和 的 定义 可 投 述 如 下 ， 

已 知 两 个 向 量 了 与， 将 向 量 乡 附着 于 向 量 ? 的 终点 ， 风 
以 向 量 4 的 始点 为 始 虑 ， 向 量 8 的 终点 为 终点 的 向 量 7 (图 14) 
叫 航 向量 & 与 的 和 ， 4 与 地 叫做 向 是 e 的 分 向 量 ， 并 且 写 作 


FE 


避 

求 两 个 向 最 < 与 的 和 的 方法 叫 散 向 量 加 法 ， 如 图 14 所 
示 ， 自 于 向 量 2 、 乡 与 神威 了 一 个 三 角形 ， 因 此 把 这 种 方法 
诈 做 三 角形 法 则 ， 

很 明显 ， 任 意 一 个 向 量 与 零 向 量 的 和 等 于 它 本 身 . 

向 量 的 加 法 具有 下 列 基本 运算 规律 

1 

好 十 由 一 下 十 下， { 工 ) 

如 果 我 们 把 向 其 与 附着 于 问 -点 0， 用 4，B 分别 表 
示 它 们 的 终点 (图 15) 。 再 把 向 量 5 附 着 二 点 14， 用 C 表示 它 
的 终点 ， 并 用 线段 连结 点 了 B.C， 由 于 0BC4 是 平行 四 边 形 ， 
所 以 向 景 BC 与 向 量 04 共 线 ， 长 度 相等 ， 方 向 相同 。 


辐 1 和 岛 1s 


因此 ， 了 BC -了 由 A0AC 和 入 08C， 根 据 向 量 加 法 的 三 
角形 法 则 ， 则 得 。 
4 十 = = OA + AC = OOC 
和 
Pra=0B- -06 
因 滤 ， 等 式 《 1) 成立 ， 

向 量 加 法 的 交换 律 说 明 ， 任 意 两 个 向 量 的 和 与 它们 粗 加 的 
顺序 无 关 . 
容易 看 出 ， 图 形 04BC 是 由 附着 于 共同 始点 的 向 量 < 与 
所 构成 的 平行 四 边 形 ， 向 量 0C 是 它 的 对 角 线 ， 因此, 两 
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个 同盟 的 加 法 法 则 也 可 斤 述 为 ， 两 个 向 量 的 和 就 是 由 它们 盐 同 
始点 引出 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 向 蝇 。 因 比 ， 岂 四 量 相 如 的 这 
iin 时 
) 结合 律 ， 时 , _y __~ 
Cat C2) 
如 果 我 们 把 向 量 4 附着 于 向 量 《的 终点 ， 抒 同 所 # 隔 兽 
的 终局 ， ,由 用 0 表示 a 的 始点 点 ， 用 ,B,C 分 别 表 示 阿 昌 
和 人 的 终 再 (图 16) 。 
于 是 ， 根据 站 量 的 加 法 ， 可 得 
Ce th) + = (04 + AB) BC -~ OB + BC = 00, 
了 0)- 0o4 +( AB+ BCJ= 04+ AC < 0C. 
因此 ， 等 式 (2) 成 立 , 
电 回 量 加 法 的 络 合 律 可 知 ， 任 意 三 个 以 上 和 问 量 的 和 与 它们 
的 结合 顺序 无 关 ， 
当 我 们 求 任 意 多 人 向 量 的 和 时 ， 实 际 .上 ， 不 必 逐 次 求 两 个 
中 最 的 和 和， 可 利用 如 下 的 一 一 般 法 出 、 z 即 作出 ， 如 作 问 量 a 2 
4 的 和 ， 可 把 向 藉 % 附 着 于 向 基 4 的 终点 ， 然 后 下 把 向 二 
9 附 关 于 向 量 4 4 的 终点 ， 依 紫 类 推 直到 阿 量 4 为 | 上 于 是 以 呵 
量 2 的 始点 为 始点 ， 以 向 量 4; 的 终点 为 终点 的 四 量 < 豆 是 这 见 
个 问 量 的 和 ， 
一 一 站 
a a A 
如 果 我 们 用 0 表示 向 至 的 始点 。 用 4 4 …， 4。 分 别 表 
示 疝 最 2 、 fy a 的 终 战 ， 出 | 
07: oF ,AA + A, A (3) 
图 形 17 中 ， 0A4.4,…A4。 叫做 由 分 向 时 0A, AA,, -., 
4 所 构成 的 折线 ， 向 量 04， 岂 微 折线 OA A,…A4;, 的 封闭 
问题 ， 由 此 可 若 ， 要 作 革 些 向 量 的 和 ， 只 要 作出 这 些 向 是 所 构 
成 折线 的 封闭 向 是 就 可 以 ， 这 种 作法 叫做 多 边 形 法 则 ， 
从 等 式 {3} 还 可 看 出 ， 如 果 最 喇 一 全 阿 量 的 终点 与 第 - 
个 阿 量 的 敬 点 重 人 台 ， 即 0 三 4,, 则 这 些 向 量 的 和 是 零 向 量 ， 即 
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加 16 


OA 十 可 本 十. 】 
2 品 量 减法 
我 们 把 向 时 减法 定义 为 向 量 加 法 的 逆 运 算 . 
如 条 向 所 乡 与 向 最 6 :的 和 等 于 向 区 < a ， 也 就 是 
则 向 量 < 虽 艇 区 基 Q 与 的 关 ， 并 写 做 
Fr 2 了 
现在 ， 把 向 量 4 与 附着 于 共同 始点 0， 用 毛 , 3 分 别 表 示 
它们 的 终点 :图 18) 。 我 们 求 一 个 与 向 量 4 之 和 为 “ 的 沿 量 。 
根据 问 量 如 法 的 三 角形 法 则 可 知 ， 所 求 向 量 为 了 
因为 


-一 产 一 委 
= 上» 


一 > 
十 工 。 


一 -一 和 -. 一 ~- 一 一 


OB 十 BA = = A， 
为 而 
yy -一 
BA = 0 - DB, 
盈 


由 此 得 到 向 量 减 法 的 本 何 作 图 法 ， 内 着 于 共同 始点 的 两 个 向 量 
的 差 ， 是 从 “ 减 向 量 ”的 终点 到 “被 减 向 量 ”的 终 点 的 向量 
(图 18) . 

利用 相反 摧 量 ， 可 把 向 量 的 减法 运算 变 为 向 量 的 加 法 运 
算 ， 这 个 事实 ， 址 接 从 图 19， 不 难看 出 是 正确 的 ， 办 此 ， 为 了 
求 得 4 与 的 差 < ~ 可 以 在 向 量 a 上 加 上 向 量 如 的 反 向 
舱 ， 即 


一 上 


了 


lf 


心 - 


图 18 图 19 
同 理 可知 ， > 
a {hb})=a+4, 
因而 ， 在 铅 量 的 加 减法 运算 中 ， 如 果 括 号 前 有 正 号 ， 可 省 栈 括 
导 ; 旭 果 括号 前 有 负 号 ， 可 改变 揪 号 内 所 有 各 项 的 符号 ， 现 去 
邱 插 写 ， 
例 1 已 知 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 (图 29) ， 试 证 这 个 
四 边 形 是 平行 四 边 形 . 
证 把 这 个 四 边 形 中 的 线段 看 做 问 量 。 按 已 知人 条件， 则 得 
4O=OC，BO = OD 
出 此 ， 一 > > 一 一 > 
40D+DDPD=OC + BO= BOG+DC， 
所 级 、 
AD = BC， 
这 就 是 涡 ，AD 上 BC 两 条 边 平行 且 相 等 ， 因 此 四 边 形 是 平 
行 四 边 展 . 
例 2 对 于 任意 两 个 同 景 2 与 ， 证 明 下 而 的 不 等 式 成 
BA 一 —¥ > 
1 一 Se 一 | 
证 ”根据 刀 等 几何 已 知 ， 三 角形 两 边 之 差 小 于 第 三 边 〈 图 
21) 。 在 入 ABC 中 ， 


一 一 一 一 一 一 光 

IOo41 -DIS 和 134|， 《本 ) 
因为 

一 一 > -> — 一 

0A=a, [0A|= 2， 
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—— 一 种 
OB - 2， “10OBI= 11581, 
yy _ -一 一 - -> 
B 林 -了 人 “BAi= |a- 8). 
代入 4*) 中 ， 往 
一 一 -一 和 一 他 
je 一 8 二 | 一 | 


当 点 卫 落 在 04 上 ， 刚 1z1- | 人 = 1#-8|. 所 以 ,求证 
的 不 等 式 成 立 ， 


3 向量 与 数 的 乘积 


现在 ， 我 们 来 研究 向 量 与 数 的 乘法 运算 。 

设 已 知 向 量 与 任意 灾 阁 ,着 向 量 2 与 向 量 # 共 线 ,其 长 
度 为 14|] ]a|， 而 县 当 >0 时 ， 向 量 尹 的 方向 与 向 量 4 的 方向 
相同 ; 当 4 一 0 时 ， 到 的 方向 与 4 的 方 各 相反， 中 则 向 量 2 上 墩 向 
是 4 与 数 4 的 乘积 (图 23》 ， 并 记 作 

ps -Aa a ， 

求 向 量 42 的 方法 叫做 向 量 “ 与 数 4 的 乘法 . 

由 数 导 向 量 乘积 的 定义 ， 立 即 可 知 ， 

1” 当 疝 量 “ 蒋 以 4= 0 时 ， 它 们 的 乘积 是 零 问 量 ; 

2 11.42 a, (-1) A 

3。 已 知 向 量 4 和 它 的 单位 向 时 ″ ， 下 而 等 式 成立 


— ~ 
d= |al qe, 或 a* = 


再 
由 此 可 知 ， 一 个 非 压 向 量 & 除 以 它 的 模 就 可 以 得 到 它 的 单位 问 
19 


现 站 ， 我 们 来 还 明 回 量 与 数 的 乘积 具有 下 列 基本 运 质 规 


1 ) 告 会 很， Ep 
1Cna) = (Am a. C1) 
当当 : 上， ‘1) 式 两 过 的 问 量 
A (Cpa) 本 (ap 4 虱 与 身 量 4a 共 线 . 
— P= da (22 7 这 是 因为 当 数 


盖 


D 号 4 的 符号 相同 时 ， 它 们 的 方 四 
站 条 站 了 的 方向 相同 ， 当 数 4 与 
图 22 4 的 符号 相 蜡 上 时， 它们 的 廊 占 静 与 


间 量 了 前 方向 相反 。 ,时 ， 它 避 们 的 长 党 也 相等 ，| 避 为 加 
fei = 4 RSI= 网 Tal = a Tel = |p dl. 
因此 ， 等 式 1) 成 让。 

2 ) 回 量 按 煞 册子 的 分 配 律 ， 即 


(CAH 人 一 有 (C2) 
一 一 
事实 上 ， 阿 央 人 TAI 4 号 4a (4+)n 
+ pa 共 线 ， 着 数 1 与 符号 相 二 一 一 
站 -EL 


同 ， 则 问 量 42 与 wz 的 方向 相同 aa (2+) 
(图 230 3a))， 这 和 时， 回 短 人 十 六 a a 


Ha ib) 
的 方向 也 与 它们 相同 ， 并 日 长 度 等 2 CT 
于 它们 长 度 的 和 ， Te 
[Ar = 4 | 、 由 23 


= 4 1+|a) 1al 加 

IE 

-| i zz 1 Iana|, 

-他 —> 
因此 ， 向 量 (4+ 4) 4 是 向 最 44 与 #2 的 和 
如 朵 数 4 与 中 的 行 号 相 异 ，】 旭 回 其 44 与 pz 的 方向 相 

反 《〈 图 23(b) ) ， 这 时 向 量 Q+p) 4 的 方向 与 其 中 较 长 的 -个 
相同 ， 并 且 长 庆 等 于 它 们 长 度 的 差 ， 


0 


-> -> 
[= 人 上 同人 加 
= {Al~ ln ) |al 
> 
= A el ~ i | 
= |24a|l~jpal, 
侍 号 一 形 示 - - 数 差 由 大 数 减 到 小数 。 
因此 、 回 其) z 是 向 量 1 与 umz 的 和 。 
入 六 ，。 全 等 式 (C2) 成 立 。 
3 ) 数 投 向量 因 子 的 分 配 律 ， 印 
i++。 {3) 
事实 上 ， 向 量 2 + 上 是 向 最 4 与 必 所 构成 的 平行 四 边 形 的 


对 角 线 ， 当 以 数 4( 六 0) 乘 向 量 4、2 ，、4 + 时， 就 是 把 这 
个 本 行 四 边 形 相 似 变 换 为 一 个 新 的 平 1 于 四 寺 形 。 因 此 ， 困 其 
(a + ) 是 风量 2 与 148 所 构成 的 平 人 JT 站 边 形 的 对 角 线 ， 
所 以 ， 向 量 102 + 台 ) 是 向量 44 与 2 的 和 (图 24)， 因 
此 ， 等 式 (3) 成立 ， 

从 上 击 世 证 明 的 性 质 ， 可 以 得 到 向 量 多 项 式 乘 数量 和 多项式 
的 襟 法 法 则 ， 就 是 逐 巩 相 霖 . 

例 已 知 AA\,，B8,，CC, 是 工人 角形 ABC 的 三 条 中 线 
(图 25) ， 试 证 AA + BB + COC-=0 


8B 
4b TO 
ig bi Ci A 
7 2 
0 1 
im 
| Bi C 
图 24 图 25 
-入 
证 因 -44 -= AB + BA4 
- 一 一 
一 AB 十 Be 


21 


同 理 
> 
BB, = BC +- 3 


E 


— 
CC= CA + 4. 


把 这 些 等 式 相 加 并 应 用 加 法 性 质 ， 则 得 
AA + BB + CC (AB+ BC + CA) 


再 应 用 分 配 性 质 ， 则 得 
44+8B + CO= (MB+ BC + CA) 


1AB +t BC 十 cA ), 
因为 


—y + 一 一 一 


AB+ BC + CA = 


2 


所 以 
AA,+ BB + CO=0. 
由 此 可 以 得 出 结论 ， 对 于 任意 已 知 三 角形 ABCL， 总 存在 
发 一 个 二 角形， 它 的 三 条 边 分 别 平 行 且 等 于 已 知 三 角形 的 三 条 
中 线 ， 


4 回 量 的 线性 关系 


在 前 几 节 中 ， 我 们 已 经 讲 过 了 了 癌 景 的 加 法 、 减 法 以 及 癌 量 
与 数 的 来 法 运算 ， 今后， 我 们 把 这 三 种 运算 总 称 为 向 量 芍 强 性 
运算 。 在 这 个 基础 上 ， 我 们 米 研 究 问 基 的 强 性 关系 ， 

所 谓 向 量 的 线性 关系 是 指 用 一 次 式 的 关系 把 向 基 结 合 起 
米 。 在 这 里 介绍 问 量 的 线性 关系 和 有 关 概 念 是 想 用 来 说 明 一 些 
问题 的 几何 音义 ， 

一 -» -让 — 
菩 已 知 问 量 4， s， A 1 ， 共和 数 4 Dy Fs, ， A 


2 


由 它们 组 成 一 个 新 回 基 


a tbe tt 入 六， C1) 
到 向 量 * 到 估量 a,b ，…， m 的 线性 组 合 ， 也 可 以 说， 向 量 
六 按 向 是， pi, 次 分 解 ， 44ao55,…， 雪 共 册 做 同 量 # 在 


一 个 一 一 


2 也， 公 方向 上 的 分 量 ， 思 …，w 国 艇 分 解 系数 . 

我 们 还 可 以 把 线性 组 合 的 概念 加 以 扩充 ， 引 进 线性 相关 和 和 
线性 无 关 的 概念 . , 

对 于 向 量 <，6 ，…， mm, 游 有 不 全 为 零 的 数 4,5，…, mw 存在 ， 


2 tbs + + {2) 
则 向 量 2， 如，…, mx 叫做 线性 相关 ， 否 则 ， 叫 做 线 性 无 关 . 
由 定义 可 知 ， 苦 向 量 ， 六 ,线性 无 关 ， 而 《2) 式 
成 立 ， 则 必 兴 
d= 上 $= -= 雪夫， 
关于 向 量 的 线性 闫 系 ， 我 们 主要 考虑 下 面 的 几 个 命题 . 
向 量 &，8,…, mm 线性 相关 的 必要 充分 条 件 是 ， 其 中 一 个 
镶 量 能 表 为 其 余 启 重 的 线性 组 合 ， 
实际 上 ， 若 向量 4， 了 和 线性 相关 ， 根据 线性 相关 定 
法 全 为 夫 ， 设 4 局 几 则 (3) 式 咸 可 写作 


Wd pb 人 人 -> 一 > 
人 
人 一 > 
这 就 天 说 ， 问 是 “ 到 问 量 2 ，*，… 的 线性 组 侣 。 反 之 ， 若 
向 量 是 向 量 ,| ， > 的 纳 性 组 全 旭 从 《1》 式 可 得 
a ob + 了 让 二 (一 和 = 0， 
或 
一 人 一 六 — yy 一 > 
“2 十 如 0 {二 一 1) 
一 一 
可 见 ， 向 量 4 4 ， .总 下 是 纲 竹 相关 交 


两 个 向 量 关 线 的 必要 充分 条 件 是 它们 线性 相关 。 
实际 上 ， 因 为 一 一 个 商量 “与 之 共 线 的 向量 4 可 以 写 做 2 = 
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fa. 若 令 1=--， ,出 
2 (3) 
= 
这 里 4 不 等 于 零 ， 所 以 向 量 ,5 是 线性 相关 的 、 反之 ,车 疝 量 
4 ,上 是 线性 和 关 的 ， 则 等 式 (3) 成 立 ， 因 为 48 中 至 少 有 


一 入 7 一 一 人 
5 = 一-a 或 b=! 


一 
吧 


因此 疝 景 2, 8 是 共 线 的 ， 

三 个 向 量 共 面 的 必要 完 分 条 件 是 它们 线性 相关 ， 

实际 上 ， 若 已 知 间 量 4 以 及 与 它 尿 共 线 的 向 量 二 ， 则 如 部 
26 所 表明 的 ， 若 使 等 式 〈3 成立， 只 有 “= = 0 才 行 . 象 这 
涯 两 个 向 量 与 总， 具有 限于 a=6= 0 等 式 〈3) 才 成 立 ， 则 向 
量 4 ,5 是 线性 无 关 的 。 


hh 
2 


看 ta In 


_ > 图 26 图 27 
车 向 量 4 与 线性 无 关 ， 则 它 z 们 可 决定 一 个 平面 ， 如 图 27 
所 表 明 的 ， 对 于 平 厅 上 多 任意 一 个 向 量 “， 满 足 " = (4 +mb 
， 存在 而 且 可 以 叭 一 决定 。 也 就 是 向量 “是 向 量 “， 4 
和 或 训 向 时 按 向 量 了， 分 解 。 若 令 


1 = 一 m= -过 ，, 则 
i 


za (4) 
这 里 “不 等 于 零 ， 这 就 是 说 ， 在 同一 平面 上 的 三 个 向 量 了， 了 
8 总 是 线性 相关 的 ， 友之， 如 过 一 点 引 三 个 线性 相关 的 向 量 


2 


二 一色 


-3 一 
z 4，* 即 等 式 《4 ) 成立 其 中 w 6, 。 只 少 有 -个 不 等 于 


每 ， L cD0, 串 
一 全 人 一 字 pn 一 -和 
Oo 二 


于 是 ， 向 量 a. 和 了，¢ 在 间 一 平 而 上. 
空间 任意 四 个 向 量 总 是 线性 相关 的 ， 
实际 上 ， 若 过 一 点 DO 引 三 个 向 量 # ,6 ，c ， 如 果 它 们 不 碍 
同一 平面 上 , 如 疼 28 所 表明 的 ,要 使 (4 ) 成 立 ， 具 有 4=4=e=0 
放行 。 象 这 样 的 三 个 向 量 47 ,只 限于 4=b=c=0 时 (4) 
式 才 成 立 ， 则 向 量 .2 ，。 是 线性 无 关 的 ， 


DC 


| 28 图 2329 
一 一 人 
现在 ， 我 们 过 一 点 引 汪 个 线性 无 关 的 回 量 4, ，。， 按 定 
头 它 不 会 在 间 一 下面 上 , 因此 , 如 图 29 有 所 震 示 的 ， 对 于 空间 性 
意向 量 4， 满 足 =14 + wb +ac 的 1,m，# 存在 而 生 可 唯 


此 
一 -了 -上 :A 1 二 “一 一 一 一 一 一 一 一 一 | 
决定 ， 于 是 ， El ™ t 1 9 六 | » 芝 i 9 则 
一 一 一 上 一 子 一 
a + +re +dd-0 ¢ 5) 


这 里 4 不 等 于 霍 ， 这 就 是 说 ， 向 量 zz, 是 线性 相关 
的 。 z 

准 论 “空间 任意 一 个 向 重 刀 总 可 按 三 个 线性 无 关 的 向 重 
姓 ， 电 下 分解 ， 

实际 上 ， 着 三 个 向 量 2， 了 ,是 线性 无 关 的 ， 根 据 上 述 合 
项 ， 则 向 量 “2 ，*，d 必 钱 性 相关 ， 即 5 》 式 成 立 。 这 里 
i 0 百 则 str 中 将 有 一 个 不 车 于 零 的 数 使 4 4 oe ter 
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- 了， 这 与 向 量 了 .六 ，z 是 线性 天 关 的 假定 矛 庄 。 因 此 ， 得 到 


~ 本 一 -下 
d= 4 6 


—Yy -hy 
二 7 十 六 s 让 


6) 
这 就 是 说 ， 向 凡 4 按 向 量 4，5 .7 分 解 了 . 
例 试用 代数 方法 证 明 ， (6 ) 式 的 分 解 方法 是 唯一 的 . 
证 ”假设 向 量 4 还 有 另 一 种 按 向 量 #， ,分解 的 方法 ， 


如 
一 于 一 他 一 一 一 一 
d= fa met+ Ar, (C7) 
则 必 右 
一 一 一 一 守 一 》 一 
证 二 
或 


(ff 一 1) a+t(m- m) brn)e = 0. 
假设 ， (6) 池 《7》 是 不 同 的 分 解 ,加 一 人 区 一 王 1: 
# 一， 不 会 同时 为 零 ， 因 此 ， 向 量 4, 5，c 是 线性 相关 的 ， 这 
与 原 设 向 量 4 ， 2 ，< 线性 无 关 了 矛盾。 
于 是 ， 人 分解 式 《6 ) 是 唯一 的 ， 


$5 向量 在 轴 上 的 射影 


设 已 知 任意 轴 * 和 某 一 向 量 AB (图 30) ,我 们 过 4, B 两 
点 作 牌 直 于 * 轴 的 平面 a,B8， 这 两 个 平面 与 轴 * 的 交点 为 4' 和 
B41,B' 也 加 做 4,B 在 轴 # 上 的 射影 ， 以 -4 为 始点 B 为 
终点 的 向 量 志 下 四 做 向 量 . 在 四 x 上 的 射影 向 量 ， 射 影 向 晤 
A1B' 对 轴 x 的 代数 值 叫 做 向 量 -48 在 轴 * 上 的 射影， 并 记 做 

射 ， AB - A'B' 

若 把 向 旺 AB 附 着 于 轴 # 的 任意 一 点 0， 则 轴 #z 的 正 半 四 
与 向 量 4 的 灾 角 9 (图 31) 叫做 向 量 AB 对 四 zx 的 巾 角 、， 
p 是 从 0 到 #。 因此 空间 任意 向 量 4B 在 钠 # 上 的 射影 可 用 向 
量 AB 的 模 1.4B | 和 它 对 轴 # 的 辐 角 p 来 表示 ， 即 


2 


| 委 30 图 31 
也 就 是 ， 任 意向 最 在 轴 上 的 射影 等 于 此 向 量 的 模 长 与 其 幅 角 余 
弦 的 乘积 ， 
下 面 ， 我 们 来 证 明 关于 向 量 射 影 的 几 个 定理 ， 
定理 1 ”空间 粗 等 向 量 AB 和 CD 在 同 轴 上 的 射影 相等 ， 
BB 
射 .48 = 庙 , CD (1) 
证 明 ”因为 两 个 相等 向 重 AB 和 CD 的 方向 是 相同 的 ， 所 
它们 对 轴 ”的 幅 秀 9 是 相等 的 。 内 于， 有 
a AB 一 AB cose， Ha CCD. | CD | cosy, 
又 因 相等 向 量 的 模 相 等 ， 即 1 .4B| = |CB|， 
所 以 
射 。 4B - 射 。CD . 
即 等 式 (1 了 下 立 ， 
定理 2 两 个 向 鲁 G 与 9 的 和 在 轴 上 的 射影 等 于 各 向 量 
在 轴 刀 上 射影 的 和 , 即 ， , 
虽 。( < 二 性 射 4 + 时 .2 (2) 
证 明 我 们 把 向 最 如 附着 于 向 量 4 < 的 终点 {图 32)， 册 口 表 
示 向 量 < 的 始点 ，4 和 B 分 别 表示 向 量 < 4 和 了 的 终点 ， 这 时 
十 的 - DB 
再 作 点 0, 4,B 在 轴 * 上 的 射影 ， 分 划 用 0', A', B' 表示 ， 
则 得 
射 .4 = 0'4', 射 ,6 = A'B' 


ai 


-1 只 天 


_ 一 一 一 一 入 
i 和 Car)= 射 ,0B =0'B， 
O 本 To 四 
of | 0'B'= 0'4’ + A'B' 
.0% ，， | 所 以 ， 等 式 (2)》 成 立 、 
: 人 定理 2 也 适用 于 两 个 向 量 的 
7 关 并 且 可 以 把 它 推 广 到 一 般 情 
| “ 形 ， 若干 向 量 的 代数 和 在 革 轴 上 
eT 的 射影 等 于 这 些 向 重 在 同一 轴 上 
疾 32 的 射影 之 和 ， 例 如 


4 一 一 一 他 一 字 

射 o(za 一 号 +e-d)= 射 ,ea 一 射 。 占 十 前 ce 一 射 ,d 

定理 3” 向量 < 与 数 1 的 乘积 在 轴 * 上 的 射 彩 等 于 数 1 与 
器 量 a 在 四 # # 上 里 彩 的 粳 积 ， 上 

射 ,1 a = 4 冉 。 a (3) 

证 明 ”把 向 语 4 附着 于 加 # 土 任意 - “成 口 ， 用 所 表示 它 的 
终点 (图 33, (a), (b)) 。 假定 向 最 1 2 也 附着 于 点 0， 用 8B 下 
示 它 的 终点 ， 国 此 ，0 有 4 = a，0B =44, 并 月 点 0,A4,8 亦 
一 条 直线 上 . 

我 们 用 ”表示 通过 点 0, .4.8 的 直线 ， 用 0', .A'. B' 表示 
所 48 站 轴 # 上 的 对 影 . 了 


ch} 


当 1>0 时 . .如 图 (2), 则 有 

射 - alcosp= 12| [a cosp= 41a| cosy = 4 射 ,4 
当 X00 时 : -如 图 必 ， 则 有 

射 2 ial cos(180 - p= | 1 zeoseo= Alal cosg 


= ) 射 ,2 ， 

即 

射 ,4 有 4 
所 以 ， 等 式 (3 ) 成 立 ， 

由 定理 2 和 定理 3 ， 可 得 出 更 一 般 的 结论 ， 若 干 向 量 的 线 

性 组 合 在 轴 wu 上 的 射影 等 于 这 些 向 量 在 同一 轴 上 的 射影 的 代数 
和 。 例 如 

币 ree 8 扫 入 ) 


- 闻 一 ~ 
出 2 5 + 射 .和 


S36 问 量 的 坐标 


在 5 中 .我们 已 经 注 , 基 已 知 三 个 不 共 面 的 向量 。， / 
则 空间 的 任意 一 个 向 量 可 按 剧 量 4， ,> 分 解 ， 也 可 以 说 可 用 
向 量 #， 5 ，。 的 线性 组 台 表 出 ， 为 了 简便 ， 可 取 三 个 所 谓 基 本 
向 量 六 .了 ,不 来 代 赫 向 量 < ， 2， 。 这 三 个 基本 向 最 满足 下 列 
条 件 : 加 一 下 一 

1 ”向 时 7 在 0x 轴 上 ， 疝 最 了 在 0y 轴 上 ， 疝 量 扣 在 
Dj% 轴 上 。，  、 ， 加 

2” “7 《者 是 单位 向 量 ， 即 ! | =| 7| =14|1=1， 

3 司 其 i ， 了 了 ， 的 方向 于 上 村 它们 所 在 轴 的 正 押 相 问 ， 
因而 :1,j， 适合 右手 系 (34) , 

这 样 , 空间 任意 一 个 和 最 .总 可 以 把 它 的 始点 附着 于 坐标 
原点 ， 作 成- 个 以 和 为 亲人 线 的 长 方 体 《图 34) 因而， 向 
4 总 可 按 基本 占 景 ,7 . & 和 分 解 如 下 ， 


一 一 一 一 一 -rk 一 一 一 和 

a 站 +EN + NM 

: OP 十 DO 二 OR 
-他 一 一 尝 


二 wj + 十 名 
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因为 分 解 系数 *,) < 是 唯一 
确定 的 。 所 以 ， 空 间 任 意 一 个 说 量 
总 有 确定 的 三 个 数 与 之 对 应 。 反 
之 ， 当 给 定 三 个 数 *,y,%， 就 可 在 
三 个 坐标 轴 上 分 别 确定 三 个 点 了， 
4 ,及 ， 过 点 PR 作 它 们 所 在 输 
的 入 直 平面 交 于 一点 后， 因 面 确定 
一 个 向 量 0 型 .因此 , 每 给 定 三 个 数 

国 314 就 总 有 了 唯 - -确定 的 向 量 与 之 对 应 。 

由 此 可 拖 ， 空 间 所 有 商量 与 所 有 有 序 三 数组 之 癌 可 以 建立 
起 … 一 对 应 洋 系 ， 

于 和 是 ， 我 们 威 把 分 解 系 数 x, ,= 圳 做 向 是 实 的 直 和 角 坐 
标 ， 简称 向 量 a 的 坐标 ， 、 坐 宗 为 x, 7,% 的 向 量 ， 用 计 尼 4 - 
{x,7,%} 表示 ， 问 量 x ， yj,， 5 飞 叫 做 向 量 4 浴 坐 标 轴 的 分 
量 ， 之 所 以 叫 繁 分量 ， 是 因为 它们 的 和 构成 了 向 量 <. 

,因为 基本 疝 量 是 单位 向量 ， 所 以 窜 勇 苛 出 ， Xx,，Y,，% 是 问 
最“ 在 商量 ，，/ ,方向 上 或 者 说 在 Dx, 0y, 0x 轴 上 的 身影， 
邯 


“二 射 o < 
= 乔 o 4 ， 
和 2 
因此 ， 我 们 可 以 引进 向 量 坐 标的 另 一 种 定义 ， 向 量 在 化 标 
轴 上 的 射影 叫 和 做 向 量 的 坐标 ， 
由 此 可 知 ， 根 据 85 的 定理 1 ， 旭 相等 向 量 的 坐标 也 相等 . 
我 们 把 始点 在 学 标 原点 的 向 量 ， 如 图 34 中 的 商量 “或 Oi 
时 艇 点 好 的 径 向 量 .如 果 点 对 的 甫 标 为 xyz 向 量 0 对 的 避 标 
为 尺 ,Y,Z, 容 易 看 出 
“= 人 0P= XX 
y: O0=Y ' 
“= OR:=A | 


a 


真 此， 空间 任意 点 的 坐标 与 这 点 的 径 向 量 的 坐标 在 数值 上 是 相 
后 的 。 
空间 任意 -- 个 辣 量 由 它 的 始点 和 终点 的 坐标 完全 确定 ， 因 
些 , 由 容量 的 始点 和 终点 的 坐标 就 能 算出 该 向 量 的 坐标 . 若 疝 量 
MiM, 的 始点 型 池 终 所 所。 的 坐标 阁 为 (X,Y 名 和 (xs72 
zx;)， 并 没 向 是 半音 的 誉 标 为 xx%， 刚 回 量 学 标 与 所 坐标 之 
问 有 下 列 美 系 
二 
= 
一 一 - 区。 一 芭 | | 
如 图 35， 我 们 把 向 量 MM; 的 
始点 衣 , 与 终点 以 ,都 与 坐标 原点 
0 联 践 癌 量 O# OM 和 OW, _ 则 得 
MM = OM OM., 


而 一 

OM= ri + + 

OM = wy 十 名 不， 图 35 
所 以 

MAM, = OR: OM. 

.oy -> -3 一 ? 
= gy RE) (XI Ey + S| 沪 )， 

BE 


MM = (Xs -0 + -了 (和 -zw 

了 馆 屿 是 四 量 MM M 按 字 2 ,i ， 天 分 解 了 、 网 此 ， 人 分解 系数 x, 一 *， 
一 J 名 有 输 是 问 虹 MiM, 的 尝 标 ， 所 以 ， =X%, ~ xX) 
二 

由 此 可 以 断定 ， 室 间 任 意 一 个 向 量 的 堂 标 等 于 它 罗 终点 党 
标 减 去 始点 坐标 所 得 的 差 ， 

定义 了 了 向量 供 标 之 后 ， 向 量 的 线性 运算 都 可 用 向 量 的 坐标 
表示 出 来 ， 加 

如 果 已 知 两 个 同 量 2 = x9 3% 和 二 Aerogzy， 它们 
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人 
i 了 名 上 
- 了 一 JY _ 


= 


弛 损 思量 的 和 ， ， 兰 以 及 河 基 与 数 的 乘积 的 狂 质 ， 刚 往 
tb: A i + + (wl 二 名 )》 上 
一 


ia = A%, + Ay + As 人 
因此 ， 则 向 量 。 + 和 24 的 举 标 是 
人 二 
4a = (Ax, A 
由 此 可 知 ， 两 个 向 硬 代 数 和 的 坐 灶 等 于 它们 对 应 举 标 的 代 
数 和 ， 向 量 与 数 梁 积 的 坐标 等 于 这 个 数 与 向 量 的 对 应 坐标 的 
积 ， 
在 上 述 讨 论 的 基础 上 ， 我 们 可 以 推出 如 十 几 个 重要 结果 ， 
1” 钾 量 的 模 长 ， 
已 知 空间 任意 一 个 问题 4 = {XY yy 则 4 总 可 以 看 做 一 个 
长 方 体 的 对 角 线 ， 基 把 周 量 # 沿 坐标 轴 的 分 量 当 作 长 方 体 的 村 
(图 34) ， 又 因为 ,7 ， 卡 是 基本 向量 ， 所 以 这 些 楼 长 是 ] x |， 
21 1%1. 因为 长 方 体 的 对 角 线 平方 等 于 它 三 个 楼 的 平方 和 。 
所 以 ， 向 量 “的 模 长 为 
[el = 
这 三 是 利用 向 量 的 坐标 计算 向 量 的 模 长 公式 ， 
2” 两 点 间 的 上 距离， 
对 于 空间 任意 两 点 则 (xi， 力 ，2)， 型 sx， 加 xs) 可 求 
它们 之 间 的 谍 离 。 
设 4 为 两 后 旭 和 4 间 的 距离 ， 则 ad 可 以 看 做 加 量 
MM 的 模 长 ， 即 4 = 天 型, |， 而 向 量 
而 ,机 = {XX Pe SO 
根据 向 量 的 模 长 公 公式 ， 风 得 
d= IM NM MM = wv- (CX, — x Ce PF) Ss 
这 就 是 说 ， 两 点 Jr 二 ;20) 与 了 :ro Ys 2 间 的 距离 等 于 


J 


这 两 点 坐标 差 的 平方 生 平方 枢 . 
在 特别 情 识 下 ， 刘 又 标 原点 与 室 间 任 辣 一 点 章 (x,7, 名) 的 
距离 为 、 
d= IOM| = NT 


也 了 就 是 ,坐标 原点 与 空间 任意 一 点 的 距离 等 于 这 点 的 三 个 坐标 
的 平方 和 的 平方 根 ， 


3” 是 比分 点 . 

已 并 宇 间 人 尾 合 网 虑 Mi(*%， 9 (x J 

在 直线 对 型 上 求 出 一 点 型 ， 使 它 分 割 线段 训 , 避 ,为 已 知 比 
4 二 1。 首 ws 是 分 点 于 的 坐 乏 ， 刚 

x + AX, Yi 二 Ay， 名 | 十 骨 芝 ， 


六 二 一 ”有 一 ” 和 


1+2 1-2 1+4 * 


z 。, 关 际 下 ， 企图 36 中 ， 山 于 向 量 
是 共 线 的 ， 地 MM = 


C*) 


4 AM AM 因为 
Le 一 
| YM 《一 Xie 一 了 区 一 区 
A A — YN 一) A 一 下放 
站 ” (ss))， 根据 相等 向 量 的 对 应 
A 由 36 党 标 相 等 ， 所 以 


A 
经 过 简单 整理 ， 即 得 公式 (+ )， 

当 分 点 型 是 线段 计 则 ,的 中 点 时 ，?1 = 1。 固 此， 线段 好 有， 
的 中 点 泽 标 为 


全 1 已 知 向 量 4 (4 -13 和 ={52 人, 求 "全 + 


3¢ 
一 位 - 全 一 一 
解 ” 嫩 为 “4 sa =87 -2 了 16 让 
- 一 -一 》 一 一 一 


5 5 ro 2 ks =157 67 一 日 二。 
Br 


号 村 


36 -23 4 1), 
:3 = {23, 1, 人 0}, 


一 

4 = 14d, 一 .31)， 。。 2 4 = 8， 一 晴 ， 6}, 
“一 一 产 

机 p={52, 2, . 3p={15,6,— 68, 


所 以 24 3 人 -18-15 -2.6. 64+(-6))= {93,4,0). 
例 2 试 存 Ox 轴 上 上 求 出 -- 点 了 ,第 它 与 成 了 41 2) 的 
距离 为 30， 
解 ” 设 在 Ox 轴 上 所 求 点 了 的 坐标 为 (x。 0,0,), 我 们 的 日 
的 是 要 求 出 x. 
按 给 定 的 条 作 ， “P,P| = vw 30， 即 
EA) = 30. 
尸 者 (x — 4d):=26 
Ph x= 9 和 -1 
因 迁 ， 所 求 点 了 为 (9,0, 人 站 或 (一 1,0,00)， 


37 和 问 量 的 方向 余弦 


没 已 知 向 量 “*， 合 它 附 考 于 已 知 玲 标 系 的 坐标 原点 。 用 

CQ 站， 分 别 表示 向 最 了 对 轴 Dx，Oy， Oz% 的 幅 角 (图 37) ， 

因为 这 三 个 俘 能 确定 向 量 a 2 的 方向 ， 因 也 ca:87 叫 做 阿 量 4 的 
方 癌 角 ， 然而 ， 在 解析 儿 休 中， 我 们 并 不 常 使 用 方 喇 组 a， B,7 

而 是 常常 使 用 这 些 角 的 余 芒 cose 

coshi，cosr， 我 们 把 一 个 回 量 方 铅 

角 的 余 强 叫做 向 量 的 方向 余 继 ， 而 

昌国 为 它们 是 数 , 更 醒 于 运算 ,之 所 

7 以 叫 方 惫 余弦 ， 是 因为 已 知 向 量 的 
/ 方向 余弦 就 可 确定 向 量 的 方向 . 

辐 37 国 为 沿 量 的 堂 标 就 是 它 在 三 个 
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中 标 加 上 的 射影， 所 以 对 于 任意 向 量 4 , 它 的 模 121 ,方向 余 吉 
Cosd, cos cos7 种 它 的 众 标 X,》, 之 间 有 下 列 关系 ; 
X= ja COSH, .Te cosh, z= |alcosr, (1]) 
由 等 式 人 1 可知， 和 蔡 已 知 一 个 同 有 量 的 方向 余 芯 和 它 的 梗 ， 
则 加 量 的 坐标 就 确定 了 ， 因 而 问 量 站 也 就 被 确定 了 ， 
在 向 量 4 是 单位 向 量 的 情形 | 即 四 = 了, 则 等 式 人 1) 变 为 
COSsC，9 = Cos 有 ， 名 二 CDSY 
这 就 是 说 ， 单 位 向 量 的 坐标 等于 它 的 方向 余弦 . 
如 果 要 求 问 量 2 = tx 3 的 方 癌 余 弦 , 那么 从 等 式 (1 )， 
可 苹 反 得 到 


车 把 等 式 (2) 的 了 两边 各 日 平方 ， 然 后 对 应 相 加 ， 则 得 
CO CDSe9 TeOSEY = 1 《3 了》 

等 式 〈3 ) 表明 ， 任 何 向 量 的 方向 余弦 的 和 证 方 和 恒 等 于 1 . 

由 等 式 (C3) 可 知 ， 关 已 知 向 量 的 方向 第 ec, 58, 7 中 的 任 
何 两 个 ， 并 旦 还 知道 第 三 个 角 是 锐角 或 是 钝 单 ， 岗 可 了 崔 一 确定 
第 三 个 角 。， 因 此 ， 当 知道 -个 向 量 前 两 个 方向 角 ， 并 生还 知道 
第 三 个 负 是 锐角 或 是 钝 角 ， 则 这 个 向 量 的 方向 就 被 确定 ， 

需要 注意 ， 为 了 确定 一 个 回 量 a = {x,y,x} 的 方向 ， 并 不 
一 定 要 印 道 它 的 方向 余 野 ， 只 要 知道 与 方 辣 佘 茧 成 比例 的 三 个 
数 就 可 以 了 〈 比 全 系数 为 下) .我 们 把 这 样 的 三 个 数 叫做 向 量 
有 4 的 方向 数 . 可 见 向 量 < 的 坐标 和 太 向 余弦 也 是 它 的 方 丫 数 . 
若 4140 则 (4x，47，ax) 者 是 向 量 a 了 的 方向 数 ， 因此 ， 一 个 向 
量 的 方向 数 有 无 穷 多 组 ， 

例 1 4 和 | 向 量 2 2 与 三 个 坐标 轴 的 夹 角 相 等 ， 求 向 量 4 的 
方 回 余 线 ， 加 

解 ” 设 辣 量 < 与 三 信 坐 标 轴 的 夹 仙 分 别 为 a,8B,7， 由 题 设 


39 


可 知 a=B=7， 


因为 

CO + COSH + COST = 1, 
所 以 

3CDS 人 2 一， 
四 而 

， 1 
COs 以 一 土 一 一 一 
“对 
也 了 驶 是 
1 
COSG = COSH = CoS = -一 
% 


因此 ， 向 量 4 的 方向 余弦 为 


(二 和 5 记 C 


例 2z 已 知 图 量 4B 始 所 举 标 为 A0I,0,- 1) 终点 学 标 为 
B(4， -4，11)， 求 向 量 -4 了 的 长 度 和 方向 角 ， 
解 因为 向 是 4B = 1 一 二-0，11+3) 
= {3, — 4,12} 
所 以 模 长 为 、 
AB | = + (d+12: =13. 


| 一 和 
又 因 COSKY = 本 cosp = 3 COs = 


或 a=76°39, p=107°655, 7 = 22°37". 
$8 ”向 量 的 数 重 积 


我 们 先 考查 力学 中 的 一 个 例子 ， 
设 物体 受 重力 作用 沿 任 面 下 滑 ( 图 38)。 重 力 的 方向 是 


3b 


垂 真 癌 下 的 ， 而 物体 的 位 移 了 的 方 


向 和 斜面 平行 ， 重 力 方向 和 位 移 方 

A 向 之 问 有 一 夹 角 8 由 力学 知道 ， 
| 重力 及 作 的 劝 可 未 为 
= |f| 15! cosd. 

I 38 光量 到 二 个 数量 。 我 们 把 这 个 


数量 称 为 万 严 和 位移 了 的 数量 积 ， 

类 似 的 情况 在 电学 和 各 其 他 学 科 中 也 常 过 到 ， 

下 出， 我 们 给 出 丙 个 网 量 数量 各 的 定义 ， 

任意 两 个 向 最 < 2 国生 人 条 用 中 的 全 各 用 和 
两 个 向 量 的 数量 积 ， ,也 称 内 积 ， ,6 的 数量 积 用 纪 与 6 表 
3; 或 简单 表 东 为 < 2 因此 ， 

a b= = a 8 | cosg, 

i 问 量 的 数量 积 是 有 下 列 几 何 性 质 ， 

1) 两 个 向 量 4 4 和 互相 垂直 的 必要 充分 条 件 是 它们 的 数 
量 各 等 于 堆 .， 


若 向 最 “和 ,是 互相 垂直 的 ， 册 它们 的 夹 角 ?= 也， 因 面 


COSF = 0, 所 以 数量 积 
ab: 14! bl cosp= 0, 


反之 ， 基数 量 积 4 b= [a | 1 cosyp =0, 则 cosg = 人 0， 因 
一 ¥ 
而 9 = 六 ， 所 以 向 景 4,5 是 互相 所 各 的 ， 


2》 庙 基 的 数 景 于 方 等 于 它 的 长 度 平方 。 、 
数量 积 < < 叫做 向 量 “的 数 得 平方 用 记号 4. 表示 ， 
因为 < ,1 al1cos0' 2 2， 而 了- 到， 所 以 
如 ”一 lal: 
3 ) 两 个 出 量 < 入 的 数量 积 等 于 其 中 一 个 向 量 的 模 与 另 
一 个 癌 量 在 这 个 隔 量 上 射影 的 相 滋 舱 。 
由 于 


中 了 


一 -一 一 9 一 
ab= | 3 |8| eosw, 


而 -一 了 - 证 
射 5= 18 | cosy, 
所 以 
一 > 一 字 一 
a5 :14| 射 25， 
同 理 
= 1 | 射 了 > 2 4. 


4) 和 4 在 向量 人 上 的 射影 等 于 向 量 之 4 与 网 量 6 的 单位 
河 量 的 数量 积 . 


Wy 可 知 
= 141 射 # > 
设 辐 量 的 半 他 地 记 :有 1s | =T， 则 得 


b= Es | 射 了 = 射 > 了 
2 向 曹 的 数量 各 共有 下 列 基本 运算 规律 , 


ty 交换 律 ， 即 
dsb= Fa, 
因为 -3-> > 一 > ~» 
ab= |a| |8|cos ‘a, > ,， (La, s,s 肖 示 4， 上 #8 
的 类 和 角 ) 
3 > 一 > 一 > -> 
太志 二 | | Le |] cos 下， 站 > 
一 > 一 > > 一 -oy 
而 eleos ca, b> =cos CP, a). 
一 -3 一 


人 也) 
根据 筷 何 性 质 3) 。 则 、 
(ea = | 对 5 (4a), 
周 为 射 了 (2) = 出 > 
所 以 (90)2=15| 射 ?024)=2| 外 射 7 
又 因 1 射 了 7 = 45， 
— 一 下 一 一 人 一 划一 全 
所 以 (Aa =418| 肝 4 =A( a 2). 


$8 


人 ，。， ，， 
2 上 上 上 PP HP+ae, 
很 据 几何 住 质 4》)， 则 
a ce) |#| 圭 . (B+ 2). 
因 沪 
—} —- 一 —h' 一 -和 
租 : (2 - 身 :8 草 ee。 


-3 一 -六 一 全 一 一 一 > 一 > 

所 以 a6+te) -|e| 划 ;A(2 +4) 
一 
1 | 站。 <) 


- jai 射 -6 + [4| 射 2 
又 因 pp 1 


3 一》 


所 以 人 
根据 数量 积 的 基本 运算 规律 ， 我 们 可 以 得 到 关于 癌 量 和 多 项 
式 数量 积 的 乘法 法 册 ， 就 是 逐 项 相 乘 . 
3 数量 积 的 坐标 表示 
若 已 知 卫 个 向 盟 的 爸 标 ， 则 可 用 它们 的 从 标 计算 数量 积 . 
如 果 已 知 疝 个 向 量 < 和 的 航标 为 
a = {Xs Fl 1 6 = {Ns oy Tops 
则 它们 的 数量 积 可 用 下 列 公式 计算 : 
了 Ey — ib 


训 实 上 ， 我 们 把 向 量 4， 形成 基本 四 量 的 线性 组 合 。 


> — 一 全 -> 
a = xi， &, 
—> > 下 一 > 


于 把 这 次 个 等 : 式 厂 边 深 项 相 乘 计算 印 
- — 一 > 他 
bw sh td Ff 


-一 a 
:7 


t 站 十 i Er 十 史诗 。 Ek 


£ 
人 
积 的 及 何人 狂 质 ， 则 得 


3 


衬 

jt = 了 := ] ， 1 二 一 站 ， | 
3 -下 一 二 3 一 字 

ki: =0, 二 二 用， | 


把 这 些 数值 代入 上 了 飞 ， 则 得 
a ab — XX 
由 此 可 知 ， 两 个 向 量 的 数量 积 等 于 它们 的 对 应 坐标 乘积 之 各， 
与 7 二 了 时， 风 得 到 向 基 “的 数量 平方 
a = | + 入 训 ] 。 
由 此 也 可 得 到 句 量 < 有 的 模 长 公式 
[a | = i 十 区 
和 由 上 面 的 讨论 可 推出 两 个 重要 结 笠 ， 
1 两 个 向 量 了 x 5 和 有 = 《xy .3 %;} 互相 
垂直 的 必要 充分 条 件 征 
1 ;二 习 ， 
根据 数量 积 钓 儿 何 性 质 1》， 已 知 癌 是, 耳 相 牌 直 的 
必要 充分 条 件 可 写 贱 xuxas+2 7 十 务 攻 z 二 明 。 
了 用 此 可 知 ， 两 人 向 量 互相 三 直 的 必要 充分 条 件 是 是 它们 的 对 
应 坐标 乘积 之 和 等 于 惟 ， 
2 两 个 器 量 4 二 《人 &1 } 和 = Xa 8 a 的 夹 
和 角 史 可 用 下 列 会 
cos 二 = 一 mE 2 下 -一 二 
A EE rw Ng 十 
因为 ， 根 据 数量 积 的 定 尽 ， = 四 cosy， 由 此 ， 
出 


一 -一 一 
而 已 和 


(a) = VRE Ft et TB Rt 
所 以 ， 作 9 的 计算 公式 正确 ， 
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例 1 试 证 平行 四 边 形 对 角 线 的 平方 和 等 于 它 各 边 的 平方 
和 。 
证 我 们 把 和 下行 四 过 形 的 边 和 对 角 线 看 作 问 最 〈 图 39》， 
全 下 d= 好 十 


人 ， 再 求 向 量 d1 和 4 的 数量 平方 


2 / 由 =) 

一 一 
[一 > 2 
» di={ar by(a-#) 

一 - 一 > 

图 3 -2 


等 式 两 边 对 应 相 加 ， 则 有 
di Ld aa Bey), 
银 据 数量 积 的 几何 性 质 2 ) ， 则 得 、 
PAE + Id|*=2¢|e| + |$1’), 
这 虹 是 所要 证 其 的 、 
例 2 求 四 景 =44，1，2} 在 向 量 #={3, 1. 0} 上 
的 射影 ， 
解 根据 数量 积 的 几何 性 质 4 ) ， 向 量 人 在 向 量 娘 上 的 射 
影 等 于 向 量 “与 向 证 和 的 单位 淹 量 的 数量 积 ， 即 


有 > 了 
一 闻 
. 本 p 
网 为 bp" = 
| 到 
一 上 _ oe 
而 | 0 = 10， 
国 此 pl ! 时 x1,- x0 | 
~ ff (0 vv10 rd1g 
{f 3 ] | 
—0,, 
[10 ,10 ] 
六 因 a b? 1 + 2 人 0 
, 
11 11 
- -= = 10 
40 1 


到 


一 
了 

中 二 一- 1 
Tr ye 10, 


也 就 是 ， 向 量 < 在 向 里 多 上 的 射影 为 - 寺 -w16. 


所 以 射 了 


例 3 在 0xy 从 标 面 上 ， 求 出 与 向 量 及 -( -4，3，7} 蛋 
直 的 单位 向 量 ， 

解 、 没 所 求 向 量 的 坐标 为 {{，w， 加 ), 因 它 在 Oxy 面 上 ， 
所 以 #=0, 又 因 所 求 向 量 {1, mm 与 向 量 及 ={- 4,3,7}》 垂直 
县 为 单位 向 量 。 所 以 它们 必 满 足 如 下 条 件 


— 4+ 3m= 0, 
上 十 了 = 1, 
解 此 方程 组 得 
全 入 
一 十 全 一 十 二 
i 十 三 ， 网 + 二 


所 以 ， 所 求 向 量 为 人 ,二 ,0 } 和 和- 33, -上 ,0 }， 
_ 例 4 已 知 王 点 A(1,1,D,B(2,2,1),C(2,1,2>， 求 AB 
和 AC 的 类 角 
解 先 求 出 向 量 7 有 和 4C 的 坐标 ， 
AB = 好 -4 2—1, 1-1}={],1,0), 
AC = {2-1, 1- 1， 2- 1} = (1,0, 1), 
汐 后 利用 公 臣 cosp = 5 AC 来 求 7 和 AC 的 夹 角 
AB | AC 
因为 AB AC | 1x1+1x0+0x1=1 
AB| = Lt +0 = 了， 
[A = +0+1=v S, 
Bb 


也 就 是 ， A 和 AC 的 炎 角 为 二 . 


39 ”向 量 的 向 量 积 


我 们 先 考 碍 物理 学 中 的 一 个 例子 。 

在 一 均匀 琵 场 3 中 (图 40) ， 有 一 单位 长 度 的 导线 ， 导 线 
上 面 有 强度 为 1 的 电流 ， 在 磁场 必用 下 导线 受到 一 个 为 的 作 
用 ， 这 个 力 的 大 小 为 

TF = 07) [Bl sing, > 
这 电 9 是 了 i B 下 向 的 夹 角 . 天 的 方向 垩 直 于 了 和 卫 ， 17,8, 
F 的 正 向 透 从 右手 标 ， 

这 种 由 两 个 已 向 向 量 经 过 圭 述 
方式 得 到 另 一 种 向 量 的 情况 ， 在 其 
他 问题 中 也 经 常 遇 到 ， 例 如 计算 刚 
体 上 一 点 受 力 作用 时 的 力 人 第 ， 计 算 
绕 固 定 轴 转 动 的 刚体 上 各 点 的 运动 

图 40 速度 等 。 综 侣 这 些 情况 ， 可 概 播 出 
尖 个 向 景 的 向 党 积 定 闵 如 下 ， 

由 上 下列- :个 条 件 所 确定 的 向 量 ， 叫 做 向 量 a 和 6 的 向 量 

积 ， 也 称 外 积 ， 并 用 记号 qx b 或 a x 表示， 
DD 呵 量 z x 的 模 1a x5| = |el 181ising. 旬 是 阿 重 
4 和 上 的 来 硼 ; 
2” 问世 ax 与 向 景 4 了 及 二 都 重 直 ， 
,2 xm 的 方 辕 台 于 石 手 系 〈 图 41) ， 
| 从 阿 量 舱 的 定义 ， 立 即 可 以 竺 


4 到 计算 两 个 向 量 4，4 夹 角 9 的 公 
2 / 式 ， 即 
a 

— 
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下 面 ， 我 们 来 研究 向 基 积 的 - - 些 性 质 ， 
1 向量 的 向 量 积 具 有 下 列 几 何 性 质 。 
1 ) 两 个 向 量 4，b 共 线 的 必要 完 分 条 件 是 它们 的 和 岛 量 积 
是 零 向 重 ， 
实际 上 ， 若 向 景 了 和 2 共 线 ， 则 它们 的 夹 角 等 于 0 或 等 
Tx FI sing= 0, 
因而 
人 外 -= | 人 8) sinw = 0, 
也 就 是 ， 向 量 了 ”全 的 借 等 于 零 ， 所 以 了 x 了 了 是 零 间 量 
之 当 向 量 < 和 的 向 量 积 是 零 向 量 时 ， 如 困 在 向 二 
.5 中 ， 有 -个 是 零 向 量 ， 由 于 零 向 量 的 方向 是 任意 的 ， 所 
以 总 可 以 把 4， 情 而 做 共 线 的 ， 如 果 向 量 人 ， 都 不 是 等 向量 ， 
当 1al 121sing = 0 时 ， 必 有 sing = 0, 所 以 风量 4 和 共 线 。 
2 ) 两 个 向 最 < 和 5 的 向 景 积 的 模 [ex 了 | 等 于 以 a， 
为 边 所 构成 的 平行 站 边 形 的 面积 ， , 
从 图 4 可 以 直接 看 出 ， 14X 乡 = lal [8| sing= | 2 | 站， 
这 里 ，4= 18|sing， 而 14| 4 洽 好 是 平行 四 边 形 04DB 的 底 
14 | 与 高 的 莱 积 ， 也 就 是 平行 四 边 形 04DB 的 面积 ， 
2 ”向量 的 向 量 积 具有 下 列 基本 运算 规律， 
7 
ax2=- px a, (1) 
— —¥ “> -人 一 
如 果 向 量 2，6 基线， 册 # x 如 和 x a 都 是 零 间 量 ， 且 
加 等 式 {1) 成 并 ， > 
如 果 向 量 “，4 不 共 线 ， 则 向 最 4x 和 x “是 共 线 的 ， 
并 且 它们 的 模 相等 ， 因 为 向 量 4 ,2 ,< x 4 三 个 向 量 的 方向 是 
右 施 的， 因而 向 最 4, 5。b x 4 三 个 向 量 的 方向 必 是 左旋 的 . 
所 以 向 量 4 x 如 和 如 xz 的 方向 次 好 相反 。 因 此 ， 等 式 (1) 
成 立 ， 
2 ) 数 乘 绪 合 律 ， 即 _ 
QAa)x B=Aa Xx) {2) 


其 
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容易 看 出 ， 当 1- 0 或 向 量 4 和 也 共 线 时 ，《〈2 ) 式 是 成 
立 的 ， 风 为 在 这 种 恨 况 下 ， 学 号 购 过 表 是 零 向 赴 。 
现在 假 谱 :0， 并 时 向 晤 2， 5 不 具 线 ， 它们 之 问 的 炎 角 
为 9， ,这 时 ， 中 量 A( 4 > 4) 的 模 等 十 14， a Et singp. 而 [5 
Qe) 必 的 模 也 等 于 | ?11a| 15| sing, 但 角 9 或 者 等 于 角 
4 一 0)， ,或 音 等 于 衣 4- YAO). .不 论 在 哪 种 情况 下 ， 奇 量 
(A a) x 育 的 模 家 等 于 向 量 2( 4 x 5) 的 模 ， 
根据 向 其 积 定义 的 第 :个 条 件 ， 丙 个 向 量 (44)x& 和 
(4 x 6) 癌 叶 垂 育 于 则 二 和 ， 鸭 此， 向量 (4 zx 和 
ie xx 用 是 共 线 的 。 不 和 仙 如 此 ， 而 且 它 作 还 是 问 方 铅 的。 为 
比 ， 我 们 讨论 和 
1” 设 14…0. 这 时 ， 向量、 44 和 a 的 方向 相同 ， 在 这 种 
傅 次 下 ， 风量- 四 2 和 zx 的 方向 相 问 ， 而 门 最 
1a 和 x 的 方 闪 也 相 回 . 所 以 ， 四 量 ( zx 四 和 和 
A( a x 的 方向 相 何 ， 因而 (2 4 a xb =Aa x b). 也 就 是 等 
忒 【2)》 成 站 
?” 设 2 0。 这 时 ， 向 量 44 和 4 的 方向 相反 ， 在 这 种 
博 形 个 ， 向 量 (2 7?) x 和 和 a x 避 的 方向 相反 ， 面向 最 1( 2 x 了 
和 a x 攻 的 方向 也 相反 ， 所 以 ， 向 量 (14) x 和 A(4 XE 
的 方 加 相同， 内 而 各 ajx 8 A(x Eo 也 就 有 是， 等 式 (2) 
总 成 开 ， 
2” 分 本 很 , 即 ，_， 
da xXx(8+ c= dxXptraxre, (23) 
向 量 < 是 零 向 景 时 ， 等 式 (3 ) 显然 成 立 ， 因 为 在 这 种 
情 癌 下 ， 等 苇 两 过 部 是 零 问 是. 
当 向 最 4 不 是 零 向 量 时 ， 我 们 钴 要 讨论 如 下 三 种 情 沈 ， 
1” 隔 量 4 是 单位 向 基 ， 于 且 与 向 量 4 ec 部 垂 生 的 情 
形 ， 一 一 字 -全 -一 一 
因为 向 量 * 是 单位 向 量 ， 用 a 表示。 把 向 量 4，#，。 了 半 
着 于 同一 始点 (图 经 ) 。 地 说 
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-> -> 一 一 ? 
DB = $8, OC = 0, 
—- -> > 一 > 
7 因而 0D= 08B+ OC 
ey -> -> 
= +e, 
Ty 一 
， 用 向量 os 与 向 最  ， “和 
¢ ! 作 向 量 积 ， 并 用 下 面 记 虽 ; 
DOB’ : ga° x OB = 了 x 了 ， 
- 和 一 -—— 一 一 六 
人 人 六 
一 -> —— > -- 一 一 > > 
ODi-- a? x OD= #4° x(OB+ OC) 
= a x (B+ oy). 


根据 问 量 积 的 定义 ， 则 _， _ 
[0B'| :|a* x 门下 | = EE | 108 | sin90° = | OB| . 


由 此 可 知 ， 把 向 量 08 绕 向 量 4* 旋转 90" 就 得 到 08  ， 而 这 个 
旋转 根据 向 量 积 定义 的 第 三 个 条 件 ， 从 向 量 a” 的 终点 看 去 
必须 是 反 时 针 的 。 同 更， 把 向 景 0C 和 0D 绕 向 量 旋转 90* 
就 得 到 向 县 0 和 OP， 因此 ， 把 整个 平行 四 边 形 OBDC 统 
向 量 a° 旋转 90° 就 得 到 图 形 0B'D'C'， 于 是 0B'D'C' 也 是 平行 
四 边 形 ， 由 此 可 以 得 出 结论 ， 
op - OB’ + OC, 


一 一 一 一 全 一 一 一 一 > -一 一 3》 
给 2 x OD = (a x DDRIITIOS2 x OC 
~ > -全 一 -> -> -> 
也 就 是 2 六 (人 Te)= a x a X f《 本 》 


这 就 是 说 ， 当 向 量 是 单 位 向 是 ， 并 二 重 直 于 向 晤 了 ，。 时 ， 
分 配 律 契 成 立 的， 

2” 向 最 < 是 敢 直 于 向 晤 和 < ‘的 任意 向 量 的 情形 . 

用 a 表示 站 量 4 的 单位 向 量 ， 则 向 量 a 二 al er 把 等 
或 (” 的 两 边 乘 以 内 基 “ 的 全 四 ， 并 且 用 回 量 z 代 蔡 a 


| 
得 -他 一 人 一 > 一 > -> 一 > 
xx 


这 联 是 说 ， 当 问 迪 垂直 于 向 量 少 5 和 时， 分 配 律 是 成 立 的 ， 
3° 三 个 向 最 < a 4 ，* 是 任意 的 情形 . 
我 们 把 向 量 4，2 ,< 的 始点 附着 于 同一 点 0。 过 上 后 0 作 尼 
‘6 


真 于 向 量 的 平面 x. 的 ， 过 商量， ?和 6+ 的 终点 
平行 于 向 量 < 4 的 直线 它们 与 平面 工分 别 交 于 成 B,C 和 也 
(图 43) 。 
| 我 们 考虑 向 基 积 了 x 
| I 和 4 x 0B ， 它 们 是 机 
| 等 问 量 ， 这 是 | 因 为 ， 第 
pa 向 量 # 和 构成 的 平 
-i 这 形 的 而 各 等 于 向 
EE 4 和 08 构成 的 征 形 的 面 
二 积 ， 所 以 向 量 # x 随和 向 
.图 43 最 了 zx OB 时 横 相 等 。 第 
二 ， 向 最 < x 如 和 < x 08 的 方向 都 垂直 于 同 -， 一 个 平面 ， 并 所 
向 量 o x 如 和 x 08 部 与 它 已 们 的 相 乘 向 量 构成 右手 系 所 
以 ex OB -了 x7 癌 理 ， XOC= axe, 4xO0D-= 
Ey x Ch + 了 因为 向 量 垂直 于 向 量 OB 和 oC, 根据 情形 
2"。 刚 


ex07-zxOB xD 
因此 
Rx ze 
雏 上 记述 ， 分 配 律 是 成 立 的 ， 
从 问 量 积 的 分 配 律 ， 可 得 到 向 量 多 项 式 向 量 积 的 猴 潜 法 
出 ， 就 是 逐 项 胡 狐 
3 测量 猴 的 坐标 表示 
网 个 回 量 的 向 量 积 ， 可 用 它们 的 音标 表示 出 来 。 
如果 已 知 向 量 a,b 的 党 要 为 
TAX i Si 
则 它们 的 各 最 科 用 下 商 的 公式 仿 定 ， 
人 | | 
2 


事实 上 ， 我 们 把 向 全 4 ，5 考 成 基本 向 量 的 线性 组 仿 ， 妈 


4 


- 吉 一 一 一， 一 一 
GEE EA 已， 
-3 


ox y+ 
根据 向 量 积 的 性 质 质 ， 把 这 两 个 等 式 的 古 边 逐 项 相 乘 ， 则 得 


Pe 区 0 EUSRETAE x 起) 
一 


EN x 1 EA 了 x A&) 
wv wp Ex Yr wl x 志 ) ， 
> 


由 于 i, .是 两 两 互相 垂直 的 单位 向 其 ， 根 据 向 量 积 的 
定义 和 性 质 ， 则 有 


| 


> —} 
| 
-3 一 -3 ”yy 
了 
开交 | 
这 个 结果 也 可 用 向量 的 向 量 站 [了 | 
采 积 表 《 右 表 ) 来 表示 。 其 中 每 | 地 一 "二 -| 地 
£ | | 一 
两 个 基本 疝 量 的 向 基 积 位 于 相应 | 
1 | 一 
的 行 和 列 的 交叉 处 . 
， -| 
把 这 些 基本 向 量 的 向 量 积 的 了 | 
结果 代入 上 式 ， 则 得 加 基本 向 量 飞 各 去 
Ax b= (yx, yao) Foie (i 
P| 
或 “7 3 x | / + | 3 本 
站 2 忆 j | | 由 1 
因此 zx yy, x, | Ea ,| XP: 1， 


为 了 便于 记忆 ， 也 可 把 向量 和 到 的 疝 量 积 守 成 行列 起 的 
形式 ， 到 


3 一 -全 

| J 二 | 

一 一 | | 
a Xb = | | |! 
4 

i 吕 。 


4 由 上 面 的 讨论 可 推出 两 个 重要 结果 . 
1 议 个 向量 4 = {Xi Ps 区 和 = {Ns ay i} 共 线 
的 必要 充分 条 件 古 
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国 为 。 我 们 已 知 ， 两 个 向 其 4 4 和 共 线 的 必要 充分 条 件 是 
它们 的 向 量 积 是 零 向 量 ， 夫 此， 向 景 积 a x 2 的 每 个 坐标 者 应 
”了 | = 0, 守 ] 人 .: 0, | Yl 0. 


JJ sx | 
由 此 得 到 

TT 

WE J mk 


这 个 结果 也 可 的 述 为 ， 两 个 向 黑 共 线 的 必要 充分 条 件 是 它 
们 的 对 应 华 标 成 比例 ， 

2” 若 三 角形 ABC 的 顶点 人 鳌 标 为 A(x 9，%)， 蔬 
(Css Voy Ca) C{x,, Ya i) 则 它 的 面积 为 

一 /7 一 2 1 : ,Bl Ne) ~ ~ x 7} 

和 

我 们 把 一 = 角形 的 边 AB 和 AC 看 作 同 量 AB 和 AC. 由 于 
问 量 积 AB x AC 的 模 等 于 向 量 AB 和 AC 所 秸 成 的 平行 四 边 
形 的 面积 ， 再 三 角形 ABC 的 面积 等 于 半 行 四 边 形 面 积 几 一 
于。 也 就 是 


$= ABx AC ， 


求 出 向 量 AB 和 AC 的 坐标 为 
AB- LN Xs No a 
AAC = 4 — Ns Pl 各 一 
出 些 得 到 
rr a ! 
A AC ol ~ , 人 
AB x 1 yy 名 一代 ，: 
a \ 


| J 


蕊 对 


下 一 --- 和 
四 而 | .4B x AC 


Pe eS a 
时 | | .| ys yp 4 
例 ] 计算 向 最 积 (2.4 -3330 x (a r+ 2b) 
解 (224 -32)XC4T) 
(3 2 3 
一 一 > 一 一 > 一 > 
-2(2x2)-308xa)+r400XO) -ehxb), 
因为 ,基线 向 和 的 内 二 积 晤 办 早生 ,所 以 x “= 9， 
px = 
CC 人 -sx 
4 
需要 注意 ， 在 问 量 的 呵 量 积 计算 中 ， 不 能 用 向 量 平方 的 概 
+ = wk 
例 2 求 焉 直 于 同 量 4 = {2,3,1) 和 上 = {4,5,3) 的 单位 
品 基 ， 加 
解 因为 向 其 4 x “是 牌 直 于 向 量 x 和 上 上 的， 因此 所 求 单 
位 向 量 必 与 向 量 了 x 5 共 线 。 


而 7 FE 
-> 一 -> -> -> 
区 由 = 2 1| = 了 一 87 二 2 

4 5 3 


一 一 ，,.，, 
[lax Bl=w 1 2), 
于 是 ， 所 求 单位 向 量 为 


了 世 是 所 求 单位 问 量 ， 

例 3 已 知 三 点 A1,2,3), B(2, -1]，5), C(3,2,— 5), 
求 这 三 点 作成 的 三 角形 的 面积 ， 

解 三 角形 ABC 的 面积 是 以 AB，AC 为 邻 边 所 构成 的 


a0 


一 
平行 四 边 形 面积 的 一 半 . 是 乎 行 四 边 形 的 面积 等 于 143x 4C1 . 
由 于 AB = 了， 一 2 } ， AC = 42， 0， — 8}, 


AB x AC {| |， | a |? , 


-3 1 
0 


= {24,12,6}. 
所 以 [AB x ACI = 人 和 人 -6v 引 . 


因此 三 角形 的 窗 积 = 旋 AB x AC = Sv 31 -9a 


310 ” 问 量 的 混合 积 


我 们 已 经 知道 7 了 向 量 的 册 种 习 法 ， 就 十 数量 积 和 回 量 积 . 

项 在 ， 我 们 来 研究 第 . 三 种 乘法 ， _ 扎 请 癌 量 的 混合 合 积 ，， 
如果 已 知 任意 三 个 向 是 4， 如 ， 先 作 问 量 < a 和 六 的 辐 量 

积 4 xz2， 然 后 再 作 它 与 向 是 “的 数量 积 (2 x bye, 这 样 所 
得 到 的 数 间 概 三 个 向 量 9 06. cc 的 混合 积 . 

1 三 个 向 量 荀 混合 积 县 有 下 列 几 何 性 质 . 

1) 三 个 疝 晤 共 面 的 必要 充分 条 件 是 它们 的 混合 祖 等 于 
夫 ， 一 信 
当 移 晤 4， ， 一共 面 时 ， 若 癌 景 < z 和 也 共 线 ， 则 问 晤 积 
a x 二 是 零 向 量 ， 内 而 它 与 向 量 一 的 数量 积 等 于 过 所 以 泡 合 
积 等 于 零 . 若 向 基 4 和 不 共 线 ， 则 向 量 积 < x 2 是 要 真 于 疝 
录 4# 种 上 的 问 基 、 它 也 必要 家 向 量 。 + ， 因 而 它 与 癌 量 * ‘的 数量 
积 等 于 零 ， 所 以 混合 积 《4 4a xb) 局 也 等 于 零 、 

当 混 合 会 积 (4 x 2) 交 ) ‘等于零 时 ， 或 者 向 量 积 4 x 4 了 等 于 夫 
阿 量 ; 或 者 问 是 x 了 与 + 的 数 其 积 等 于 零 ， 简 扫 XX 是 零 间 
基 ， 则 向 景 4 与 5 共 线 ， 因 而 向 其 “， 5 ，* 共 面 ， RE 
c “的 数量 积 等 于 堆 ， 刚 疝 量 4a xx 上 与 ce 选 直 ， 办 丽 回 量 < ,8， 
5 了 共 面 ， 

一 
2 ) 三 个 向 量 #4 ,5 ,5¢ 的 混合 租 的 绝对 值 等 于 山 这 二 个 加 
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革 所 和 成 于 行 六 面体 的 体积 , ,并且 当 向 量 #，P， ?是 右 竹 系 
时 ， 混 合 积 为 正 数 ， 当 向 景 a, 6 ，* 是 左手 系 时 ， 混 合 积 是 负 
数 . 
根据 数量 积 的 定义 
axe axB| 射 > wr 下 
加 果 向 车。，5 ，* 组 成 右手 系 则 向 量 了 和 x 玉 之 亲 的 角 是 
如 前 ， 这 时， 期 7 了 是 正信 并且 罕 于 向 征 4, 4 ’ 了 构成 
的 平行 六 面体 的 高 # (图 i44) - 也 就 是 射 7?x235= 丸 ， 而 
a x 6 = 在 这 个 平行 六 面体 的 片面 积 ， 因此 ， 
(a x BYe [axB] 误 一 加 四 Wy = $+j=,， 
这 里 的 “是 平行 六 面体 的 体积 . 
如 果 向 量 2，2 ， “组 成 左手 系 ， 则 疝 量 * 和 aX 之 闻 的 
这 时 ， 革 xf 是 负 全 ， 也 赃 是 射 xf? = -上 《图 
， 在 这 种 悄 形 疏 、 
> 一 一 
(A mr = 一 天 


jap 


“Ci, Ce 
过 | 7 
r ee—- i 


图 44 

于 是 ， 证 明了 = :个 向 量 了， 六 ， “的 混合 积 的 绝对 和 值 等 于 这 
三 个 向 量 汤 构成 移 平 行 六 面体 的 体积 ， 面 且 ， 如 要 三 个 回 量 组 
成 右 了 于 系 ， 出 (a x 2 > 0 如 果 组 成 左手 系 ， 则 (2 x Be 
有 

2 个 同年 约 泥人 可 ; 有 内 | 基本 运算 规律 。 

1 》 对 于 混合 积 (# xx 请 )e， ne 则 其 
从 不 变 。 若 互 换 黄 个 办 于 ， 风 其 值 只 改变 符号 ， 印 

(Ca x gye=tg x crc}a={(e x 2 = x ae 


- (exh)e= - 和 
因为 二 个 向 量 了， 也 的 混合 -各 等 于 于 人 . 当 二 个 因 于 左 
次 轮换 时 ， 旋 转 方向 不 变 ， 因 此 它们 的 溢 合 积 不 谈 当 其 中 两 
个 国 子 五 括 时 ， 只 是 旋转 方向 改变 ， 央 此 它们 的 混合 积 只 是 此 
杰 符 导 。 
2 ) 三 个 向 量 < ,4 ， 的 混合 积 与 以 向 景 #，5B 作 向 量 积 
或 以 向 最 人 二 “ 作 向 量 税 天 ， 邯 
[uppyece = i cc ), 
因为 数量 各 共有 交换 性 质 ， 所 以 
a = XE}, 
根据 性 质 1!) "_y 一 多 一 和 一 一 六 ~ 


(ax pyec=( x cya., 


大 
一 一 和 
bp x 


因此 
-> -3 -> 一 > 
《人 
-> > 一 一 # 一 > 
_ 根据 上 述 运算 规律 ， 无 论 起 混合 积 《4 Xx) “或 是 < 0 
< “) 都 可 用 可 简单 的 待 尽 (2 Be ;或 a 5 7 表示 ,在 保持 轮 志 
次 序 的 菜 件 下 ， 向 量 4 ,2 。: 中 哪 洲 个 作 向 量 积 前 可 以 ， 
3 ”混合 积 的 坐标 表 直 
“个 四 是 的 混合 > 可 用 它们 的 举 标 表示 出 米 . 
时 忆 知 向 是“ 2 六， 的 促 标 为 


7 二 Als i b= 一 -和 wc - La) Sa} 
轩 汇 们 的 ] 旦 全 可 呆 用 下 列 公 式 计算 ， 
| | 
gp Fs: | 
~ | \ 
-i 
实际 上 ， 用 混合 积 的 定义 45r-(ax 5)c。， 而 占 量 积 
A 立 二 的 仍 标 为 
本 上 | 下 | 二 9 2 , 
{ yg | 


次 求 向 量 4x 5 与 < 的 数量 积 ， 即 得 
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| * i 到 1 
EE ~ 


| TE , 


4 出 上 面 的 讨论 可 以 推出 两 外 重要 的 结 采 ， 
1” 二 个 向 量 


= Xi Ss 2 - Uo jay Ts} = 《sy 7 Ss} 
共 耐 的 必要 充分 条 件 是 
| 
Xs ya Yr |=0 
| a 
实际 上 ， 根 据 混合 积 的 几何 性 质 1》 以 及 混合 积 的 党 标 表 
这 式 ， 并 刻 就 可 得 到 上 述 结 果 ， 
2° ”如果 四 面体 4BCD 顶点 的 坐标 是 
(xy 
的 体积 这 可 用 下 面 公式 计算 ， 


Ns CO Ve | 


i 
| | 
如 果 向 量 AB , AC ,AD 是 右手 系 ， 则 等 号 布 边 反 “ +”， 如 果 
是 志 手 系 ， 则 肾 " -“ 叶 。， 符 号 的 这 种 取 法 是 为 了 保证 体积 上 是 
下 值 ， 
实际 上 ， 根 据 初等 儿 何 定理 已 知 ， 四 面体 ABCLDP 的 体积 
等 于 三 个 向 量 48， AC ,AD 所 构成 的 平 啊 六 面体 体积 的 
二 《图 46) 。 而 这 三 个 向 量 的 坐标 是 
一 一》 
AB = {x Xl a yi Ya OS}, 
一 一 
AC = | Yr is 3 一 区 1， 
AD = {x — x Ys ,CO— 
思 据 温 合 积 的 坐标 大 示 式 ， 则 得 


D4 


] 一 一 > 一 一 学 一 一 他 
= +t B AC AD 
i i 痪 一 郊 | 
= + 下 XO 
XR 
例 1 求 顶点 为 P.(1,2,3)， 
P(t2,4,1), Prtl, -3, 8}, P,(4, 
图 如 2，3) 的 四 面体 的 体积 . 
解 ”这 个 四 面体 的 体积 是 以 了 ,P;, P,P,, P,P 了, 为 楼 的 平行 六 


面体 体积 的 元 。 因 为 


-— 一 一 > 一 一 
PP.,= ‘1,2, — 2}, PP,~ 0, 一 器, 2}, Pi,= 3, ~ 4,0}, PF 


以 
1 2 一? 
— 
PP,PP, PP,-|0 -5 2 |= -10。 
3 4 1 
因此 ， 四 面体 体积 是 
= IPP, PP PP = 10_ 2 
6 3° 


例 2 已 知 四 面体 的 体积 = 5, 它 的 三 个 顶点 是 A(2，1， 
17，B(c3,0，1)，C(2， 一 1，3), 而 第 四 个 顶点 了 DP 在 Gy 贺 
上 上， 试 求 点 D 的 坐标 ， 

解 ”因为 上 了 在 0y 轴 上 ， 设 它 的 侍 标 为 P00,7，00)， 
叉 因 

AB = {1, — 1,2}, AC = {0, — 2, 4}, AP = {~—2,7— 1,1)}, 
硕 汶 


1 —1 2 
i _ 
二 十 -一 一 一 -一 _ 一 
5 I ， 2 td) 2)， 
a 一 


解 之 ， 得 了 = 8 或 一 了 。 
中 此 ， 四 面体 第 四 个 项 点 的 坐标 为 忆 ,(0,8.0) 或 DC0，- 7,0). 


$11 二 重 向量 和 


我 们 现在 来 人 研究 向 量 的 另 一 种 乘法 ， 就 是 所 请 向 量 的 二 时 
向 量 积 . 
车 已 知 王 个 癌 量 “4，2 ，“， 先 作 向 晤 和 了 的 向 量 积 4 x 
? ， 然 后 再 作 它 与 向 景 。 的 向量 积 ( 4 > Pxe ¢ ， 这样 所 得 到 
的 向 量 叫做 三 个 风量 的 二 重 向 量 积 加 
根据 向 最 积 定 义 的 第 -二 个 条 件 可 知 ， 这 个 向 量 与 回 景 4， 
》 其 面 ， 并 且 重 和 直 于 向量 
下 面 ， 重 何 晤 税 的 一 个 基本 公式 ， 
三 个 向 量 ,的 二 - 重 向 量 积 (za x ) x 了 可 着 示 为 分 
别 与 向 量 4， 4 从 二 和 两 个 和 最 的 关 印 
(Fx -7 六 》 
实际 上 ， 设 向 量 4, 5 “的 坐标 为 
{x. Foss B= {a a = Ny a 
并 入 它们 的 - : 重 癌 量 积 的 坐 怀 是 
Ca x yx 六 = {SS 
根据 加 量 积 的 众 标 表示 ， 时 
a Xx 2 = VS, 2 Yi ~ Ca I 1}, 
应 洗 问 一 公式 ， 晶 可 得 (4 x Bb ) x 的 和 坐标 . 
一 (XP: 一 Ny 1 
= 各 让 和 
在 等 导 右 边 吉 减 xixsx* 刚 得 
二 十 入 二 这 二 和 二 和 
这 个 等 起 可 改写 为 
= xif a ol ey 
同音 ， 可 得 、 
和 二 0 nb e). 
x 一 ZA -) - sf 


本 和 


我 们 把 调 量 的 一 重 回 量 积 写成 基本 向 量 线 性 组 合 的 形 形式 
[人 : 一 x yr 二 
- 
再 把 x,，Y,，% 的 表达 式 代入 这 个 等 式 , 然后 就 ee 和 4 “并 项 ， 
则 得 
(Ca <b) x = (x, tf 工 下 和 
-六 -与 
xy Ey) c 》， 
也 就 是 
一 —Y 3 — 
[和 
我 们 可 把 二 重 向 量 积 的 这 个 基本 公式 叙述 为 ， 三 个 向 师 的 
二 重 呆 旱 积 等 于 中 间 回 量 与 两 例 两 个 向 量 数量 积 的 乘积 减 去 括 
弧 中 其 余 一 个 启 量 与 男 两 个 启 量 数量 积 的 乘积 ， 
需要 证 巧 ， mS 一 重阳 最 积 是 与 相 
磁 顺 序 有 尖 前 ， 例 如 一 重 向 量 积 xx (和 x ) 与 (axB)xe 
一 般 是 不 间 的 ， 


实际 上 ， 
一 全 一 > 一 — 一 -3 -> 一 了 一 3， 一 
将 其 《和 
一 一) -> -3 
= 
也 就 是 
一 -> 一 一 — yy Fr 
XC c= pac- c(tab)}, 
四 此， 在 一 最 情形 下 
[XXX 全 y 
例 1 试 证 拉 格 朗 日 杠 等 式 
> 
Caxd}ytexd)= 人 3、 SS, 
| oe pdl 
证 设 x 了 =“， 于 是 
— 一 > 一 > 一 > 一》 
(xx 
-也 一 六 - 闻 一 地 
= #4Cbx{ex dd) 
-3 一 3 -到 一 -人 
2 2) 
> 3 


和 
Ca Po dy ad ey, 
也 联 是 
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1 | 
(ga XXX 
pe bal. 


一 
例 2 已 知 :个 向 量 了 2 
EC -> _ 字 
[全 ， 
证 在 一 重 向 量 积 中 进行 所 有 的 轮换 ， 则 得 
一 —> yy 一 和 
(4 Xb)X ole Cees ec)a, 
sy -oy 


中 
YY 


机 


一 > -3 
(Pxe)xa=(tba) eCre)b, 
~ x -一 -Fy 
(ex djs (cba cab)e, 


把 这 三 个 等 式 相 加 ， 即 得 
一 一 一 一 人- 一 


一 > 一 > 
(a x Bx orb ex darexa)x 0 ， 


习 题 


1. 设 4BCDER 为 正六 边 形 ， 是 中 心 ;试问 在 向 量 04,08,00， 
-> 
DD OE, OF, AB, BC CD, DE, EP 和 FL, 叫 儿 个 癌 量 是 稻 等 的 ? 

3， 在 一 个 平行 四 边 形 的 边 上 ， 在 一 个 等 边 三 角形 的 边 上 可 以 作 哪 


于 相 尘 站 量 ? ”~ = 全 
_, 3。 在 平行 六 面体 BCD—EFGH 上 , 设 483= 0， AD= ?= b, AP = 
z， 试 把 此 :面体 的 四 条 对 角 线 向 量 4 BE, CE 和 DF 用 了 ,b,c 


表示 出 来 ，, 
4。 试 证 非 罕 向 县 呈 ， 隆 ， 构成 三 角形 的 必要 充分 条 性 是 + 台 
+r = 人 0, 


已 知 向 量 6 与 6 疏 衣 ， lel =5, 1 =12, 试 求 | + 怠 | Le] 


| — -+ 一 >  - 
6 已 和 |a| =11 | 8 1= 3， |g -5&1=30, 斌 求 |a+ | 
一 ry -+ 2 _ 
7 用 几何 作 图 法 证 明 等 式 ， 了 了 一 + 一 4， 
8. 试 间 二 北 零 向 量 e， 必 满足 什么 条 件 时 以 下 各 式 才 咸 沁 ， 
C1 | 在 + 在 | = la~- Bl; (C2) la+ i> joa- 6b|; 
+ -~ 一 下 -全 一 
(C3) |e+t+bi< a- bl: (4) le ral= lel+ bl; 
-+ -+ ‘2 


一 P ~ 一 
[53 le-b| = tcl + 由 (6) 人 = 
日 ， 这 CD 是 空 何 揭 一 个 四 边 形 ， 各 边 中 点 依次 为 PO， RS， 


BA 


斌 证， 
{] >》 POORS 许 平 行 辐 过 形 。 
( 2) PQORS 的 周 长 等 于 48CD 的 对 角 绢 长 度 之 和 ， 
10. 利 型 向 量 证 骨 ， 和 信 4BC 的 任意 两 边 中 点 连 线 平行 于 第 三 边 ， 
县 等 二 第 三 边 的 一 六 ， 
11. 设 是 入 4BC 内 的 任意 一 点 如， 上 5 和 己 分 别 为 三 个 进 的 
rai, 斌 让， 
一 一 他 下 一 字 -人 下 
Ni FOB+ OC= OD + nnRE+ Or. > 
12. 设 习 是 六 4BC 的 重心 ，DD 为 宰 间 尾 嫩 一 氮 ， 且 04 - 4， 
+ 一 —¥ -> 
DB = 4&8， OC -r, 试 证 . 
一 1 .+ — 一 人 
CC 1 Of -tat bi cy)., 


一 中 


—» -了 一 
‘2 G4 + OB+oC= 0., _ 
19, 已 加 向 他 6、 9 不 共 线 ， ， 试 求 它们 角 平 分 线 上 的 单位 向 是 6 . 
—» -yy pp 
若 向 量 & = or 20+36;， a0 + = 61 一 32 + 6e.. 
9 一 
其 中 届 ，8z，6;: 不 凌 耐 ， 试 让 ， a + 二 工 共 线 ， 

15， 在 下 询 各 组 同 量 中 ， 鲫 组 问 量 妈 性 相交， 哪 组 问 量 线性 无 天 。 
1) 
C2 
37 
Cid) 
5) 
(C6Yy 
Cr) 


| 


> , 
(4 和 6 不平 4) s 
一 


mlnlalele lel lo 
mle 
} 


A 
LE | 
ar 
[oe 


~. 一 —» 一 
16. 设 4B= 4 +5 + 和 和。 CD = 3t8 -7. 试 让， 


和 已 一 怀 在 一 条 百 线 上 ， 
一 一 下 -个 一 
_， .在 四边 形 、 ABCD 由， AB 二 说 pp, 有 人 一 一 (人 人 十 丰 》， 
坊 一 5 + 了， 入 由 a 与 上 不 共 线 ， 试 证 : ARCD 为 撞 形 ， 
] 名 , 己 知 向 若 ， 证 术 夫 下 b bp 
下 -+ 
tt， 忆 是 否 线 性 相关 . 
到 一 一 个 -人 
19， 已 知 革 个 非 堆 向 最 = 性 el met， =pe:- 
一 一 
一 el， 此 中 机，#r， 户 不 全 为 零 ， 试 证 ， 向 量 4a，68， 2 共 面 ， 


Brie RB 


2 . 已 知 阳 不 向 量 允 = Pe = 


二 一 -全 — > 
f= 如- cc， 试 求 匠 ， 枯 。 思 和 之 加 的 线性 关系 
—» 一 ~. -3 
?1 。 设 疝 其 4， b 不 共 线 ， 向 基 “< = -1 和 旦 六 php， 有 共 
[A 


同 始 点 O， 试 证 ， 向量 8 ，，< 的 终点 在 一 条 直线 上 的 必要 充分 条 
性 屁 4+ El, » 
22， 已 知 et， ea 9 为 线性 无 关 的 = = 个 加 量 ， Ee G1 + 0 ~ 20s. 
下 -+ 一 个 一 个 
=er— es 户 = 26:+38s， 试 把 向 量 S = 61+@， + 0g, 表示 成 加 ， 史 ， 
的 线性 组 合 ， 
一 > -和 一 和 一 一 一 -下 
_ 2 已 基 阿 量 e，， ey 红 人 性 荫 甘 ， Be=ae Tees, b= #8, el 十 
paseiy 其 中 汪 Cs 月 8 全 不 为 雷 ， 试 证 : 问 量 4， pb 线性 输 关 的 必要 
A a 0 
， 在 一 前 形 4BC 的 BC 过 上 上 取 避 LL， 伺 4 边 上 上 取 点 久 。 4B 
轨 上 取 避 试 求 以 向 量 AL 、 BM 和 CN 为 为 边 梅 虞 三 第 形 的 亲 件 ， 


一 


25. 在 四 出 栖 ABC 中 ， 设 04 -了 aoB -8, OC = 
一 一 一 一 
点 了 了 基 A 入 ABC 上 的 任意 一 点 , 试 证 车 OP = ernb +yc， 则 
Ata+y=1. 


26， 设 问 景 上 的 模 j ai - 10, 轴 了 与 向 最 的 来 角 为 王 ， 试 求 z 在 加 
上 的 身影，， 2 一 他 —y 
27， 设 a ， b ,< 是 三 个 单位 向 量 ， 上 月 向 景 < 与 轴 了 的 夹 角 为 C- . 


可 基 妇 与 辆 上 的 光 角 为 27， 向 景 C 与 加 1 的 夹 角 为 3p 试 求 向 虹 
人 +2 +3e 在 轴 上 二 且 射 影 。 
28， 已 知 商量 o， 全 “在 则 - 轴 1 上 的 射影 为 
出 18 = 5， 射 :上 = 一 3， 
射 ,= 一 8， 射 ,4 = 
能 否 断 定 这 些 回 量 构 成 封闭 入 线 ?) 
29， 后 知 三 个 不 共 面 的 否 量 上， 户 ， 在 两 个 不 同 的 辐 1，m 上 的 
射影 沪 


下 -他 一 全 
射 1 5 =2， 和 1 5 = 一 1, 射 :c =53 
一 一 —y 
射 - 一 一 旦 .是 |。 b 一 寻 = 三 立 。 


试 求 同 时 垂 志 于 两 个 轴 ,的 向 量 7 ， 
30， 设 向 量 a， 世 ， 台 在 三 个 不 其 面 的 轴 六 za，2# 上 的 射影 为 
射 , @ = 3、 射 : b =2， 冉 ; “< =2， 
射 -z = 9. 射 -b= 一 4. 射 8 
-> ~ 


-一 下 


叶 2 =D， 身 ,P- -5, 币 .ec =1，。 
试 证 ， 间 量 屏 ， 瑟 ，e 线性 相关 ， 并 求 其 线性 关系 直 ， 
#0 


31， 根据 下 列 条 件 ， 试 求 点 8 的 未 知 亿 标 ， 
C1Y A 7,1), BC(6,2,2), 1 AB | = 1 
CRY ACD, 3 4d), Bir, — 2 4), [4B | 二 6; 
(C3) A(T, Ob,10), BC?,y,5), | 4B8 | =3. 
_， 32， 已 知 向 量 4a =14, -4,7}, 其 终点 坐标 为 (2, -1,7》，。 试 求 向 时 
z 的 始点 坐标 及 槛 | |， 
33， 已 知 点 4 一 15， 5, — 10), BC5, -7,8), Ceo,2, -7), DC5, — 4, 
)， 试 验证 向 后 4 与 CD 共 线 ， 基 写 山 它们 的 线性 关系 式 ， 
34。 车 向 晤 4 -{3. -5.8} 和 5 ={ 一 1,1,2} 的 和 与 着 的 模 相 等 ， 试 
求 z。 
35. 已 知 点 AC4, 一 二 3 有一 2 1, -3)， Ce2, -1, 一 2), 如 果 ， 
C1 以 点 五 为 始点 ， BD -2804， 试 求 点 站 的 谷 标 ; 加 
C2) 以 点 是 为 始点 ， 罗 fr 为 终点 ， 4F =y BC， 试 
或 fy 2， 
_ 一 - -全 下 一 
36， 已 曾 | ci =- 3w 42, 且 向 服 < 在 向 量 “ = 142, -3,6} 与 向 量 上 = 
i 一 1,2， 一 2} 的 角 平 分 线 上 ， 试 滨 5 的 举 标 ， 
37 .已 珈 点 404, 一 2, 一 1)，B(1,],2)，C(1， 一 3,6), 试 求 ， 
C1 六 44BC 的 重心 学 标 ; 
《2 》 分 线段 AB 为 3:1 的 内 分 点 了 的 于 标 ， 
38. 已 知 线段 4B 被 点 CC2,0,2) 和 {5, -2,0) 分 成 三 等 分 ， 试 求 
两 端 圳 44,B 的 淮 标 ， 
39，. 试 判断 下 列 各 组 角 能 否 作 为 向 好 的 方 问 前 ， 
(C1) 55°, =60°, 7=120" 
{2} I=45°", B=135, 7=60"° 
CH) r=900, p=150°, r=60°, 
40， 一 癌 景 9 5 Ox 轴 的 负 向 员 Oy 轴 ，0Os 轴 的 正 向 构成 相等 的 
锐角 ， 试 求 四 其 a 的 方向 祭 荡 ， 
41。， 己 知 点 (2,5， - 1) B(5, 1,11), 试 求 向 量 48 的 方向 余弦 ， 
42， 模 长 为 ?的 向 日 a 与 Ox 轴 的 夹 第 是 二 ,与 Oy 轴 的 夹 角 是 


3 ， 诚 求 向 最上 的 上 标 ， 


43。 已 知 问 最 = 13,2,4 8 ={ 一 1,1,2), ={1,4,8), 荐 向 量 也 
= Xa + jb 的 方向 与 向 量 c 相 同 ， 试 求 系数 4 与 所 
44。 试 证 下 列 各 题 〈 其 中 各 向 量 均 为 非 堆 向量) ， 


61 


-一 一? 
C1) NA 
-他 一 一 一 学 一 一 # 一 个 
{2) 向 迁 a 稚 外 十 回 基 了 =[ bc-Cacb, 
45。 斌 这， 董 形 的 出 条 对 角 线 百 相 王 直 ， 
一 一 > 一 全 -+ 
{6. 已 知 三 访 最 4 ,4 ;两 两 王 直 ， 且 a|=1， 本 = 32, 下 | = 3， 
试 求 问 野人 = +b+r 的 模 及 它 与 二 已 知 向 量 的 买 骨 余 整 ， 
47 。 试 求 满 起 F 列 荣 生 的 向 最 4 与 二 的 灾 角 ， 
f《 TY a + 35 履 直 二 ra — St, a _4 拒 直 于 ra ob : 
— 
《“ Te -4, | 2 Js -6b|=2 7. 
48, 计算 下 列 各 古 ， y 
C1) 试 求 向 知 4 =1i8,4,1} 在 向 是 5 =12. 一 2,1i 上 的 射影 ， 
个 一 人 下 -人 
(2) 着 0 ={-2,1,2), 6 =14-1,0,3), 且 4 屁 直 于 台 , 试 求 ? 
C3) 已 憩 点 C03, 一 4， 一 2)，B(2,5, 一 2)})， 坛 求 向 租 48 天 
与 Ox 轴 桔 成 舶 &=60", 与 0y 轴 构 成 角 B=120°, 而 与 0: 轴 构 成 印 
和 7 的 轴 工 上 王后 射影 ， 
-下 下 -> > + 
9 己 类 | 三 : 三 个 单位 向 量 a， 占 ， 基 满足 aa+ar+e=n0 坛 计 算 
开 贞 十 向 十 和 了 。 
50. 利 则 疝 量 的 性 厦 证 明 ， 
{1} 三 骨 形 余 续 定理 ,ccY =g: B720beos0; 
{27 汪 角 区 歼 的 二 角 利 作 苞 公式 ， 
让 D5 闪 人 一 osacosp singsinf. 
1， 设 问 景 = 1， -1 1), b =13, 了 由 5}, = a +Ab. 4 为 实数 ， 
二 让 使 密 | 地 小 册 疝 是， 各 家 于 向 量 台 ， 


52， 有 一 个 100 达 因 的 力作 用 于 一 物体 上 ， 力 的 方向 余 强 为 亡 ， 元 ， 
六 2.、 试 求 此 旋 将 物体 从 点 PCI，2，- 1) 活 直 线 移 动 到 点 0O(2，5， 


2 
1+3w2) 处 所 做 的 功 ， 


53、 指 出 下 烈 各 有 序 商量 组 中 。 娜 些 符 合 右手 陛 〈 其 中 避 ， 忆 不 区 
线 ) ， 


-二 下 ~ 3 
C1} $b, a x os C2 bxa, rr, bb: 
— > -} —y ~ > 
(3 b， I ox ph: 4} 二 、， Dx, pb: 
下 .> -+ ~ > 
(5 a. 6 ettb:i {6) 5. I-b, axb 
_ 一 六 一 2 “一 一 。 
54 ， 己 知 向 量 上 和 记 的 光 藤 多 = 村 工 ,月 |al=l |b 1= 2, 试 计算 : 


3 -> 到 
CY tox BIC2) (C20 + xca + 2 6513!; 


C2 


一 
K 和 人 9 +30) x C80 -| 
55, 已 和 1a) -11.181 =5, b= -3, 试 求 | # x 驯 |， 


56， 试 证 ， 
— 下 下 py 
(C1) Cox BY) +(tapb) = aoa:b’, 
”+ ~ 
《2) 对 任意 向 量 6 HB、， Cc、 8, 苦 计 = Oxd, nn-bxda, 
一 一 - 


p=Cxa,， 则 埠 本 北面 
.计算 下 列 各 题 ， 加 
《1)》 试 求 向 量 a = {2, 一 2,1} 和 B= 《2 3,6} 之 间 的 来 角 正 
纺 值 和 以 了 8 ， 也 为 印 边 的 平行 四 边 形 而 积 ; 
《2 已 知 点 了 1,2,0)，B030， 一 37005 267 试 求 六 4BC 


县 


的 面积 ， _ ， 
(3) 试 求 忆 向 量 42 =12,1, 一 1} 和 =11, -2,]}) 为 分 边 的 
平行 四 边 形 对 角 线 的 夹 角 正 芝 什 。 加 
58. 已 知 向 最 2 二 直 于 二 向 是 2 =1{2, -3,1h Ee {1，- 2;3}， 且 满 
足 条 件 %(T +27 Tk)= 10。 试 求 问 量 Y ， , 
_， 59. 设 ， fs， 为 有 共同 始点 口 的 三 个 非 零 间 有 量 ， 试 证 ， ?x 
一 下 下 一 一 下 一 
yz 十 yxX8s+zxtr>=0 的 必要 充分 委 件 是 r，rr，ri 的 终点 在 一 条 目 


线 上 上 ， 

60. 计算 下 列 各 题 : 

(1) 已 知 向 量 4 = {2, -1， 5}, B= {—1,3,0}, c= {3, 1; 一 2},， 试 
求 泥 合 积 刀 忆 证 pe 

C23 试 求 忆 点 At%, 一 1,13)， (5,5,4), CC(3,2; -1), Dot, 1,3) 
为 硕 成 的 四 面体 体积 : 


C3) 已 知 je =6, | 如 | =3, |) =- 3， 向 量 8 与 台 的 夹 角 = : 


—}. 
c 同 时 顾 直 于 《， B， 试 求 & 

61， 号 知 轩 面体 的 顶点 为 A402,3,13),，B(i, 1， 一 2), Ce6,3,7), 
D(C -5 一 4,8), 试 求 从 顶点 口 所 引咎 面体 的 高 大 

62， 试 证 ， 

-二 -3 -+ 
《1) 三 向 基 4 =13,4,5) 5 ={1,2,2}, 5 = {9,14,16} 共 面 ! 
《2) 四 点 A010,17， (4 467)， C237， 010; 14,17) 在 问 


一 
二 


一 中 
1 《4 为 任意 实数 )| 
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tt 几 
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2 术 灶 1s 
Te 如 Ts 
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十 


心 we 
li + 
ct 
ie 
六 十 个 = 
.RR 工 + 
1 9 
只 | SS 、 
1, 开 t x 了 
vutoty | 
1X .fo 二 
nx T+» 
wt 全 
~ "to _ 
守候 一 加 
.12 区 
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< 不 tsT > sx 站 
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笠 和 划一 二 的 
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中 中 名 
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此 
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一 直线 通过 点 革 C -3, 一 2,8), 钙 平行 于 
求 点 P41, - 1, -27 蔚 直 线 的 距离 d， 


-~ 
同 量 = 13,2, -2}， 斌 


第 三 章平 面 和 直线 


平面 和 直线 是 在 我 们 的 生活 、 学 习 和 生产 实践 中 用 得 较 多 
的 两 种 几何 图 形 ， 也 是 空间 解析 几 箱 的 重 楼 内 容 。 在 这 一 章 
中 ， 我 们 将 以 向 量 代 数 为 工具 来 研究 平面 和 直线 的 各 种 不 同形 
式 的 方程 ， 平 面 和 直线 之 间 的 位 置 关 系 以 及 一 些 简单 的 应 用 ， 


8$1 平面 的 一 般 方程 


我 们 首先 来 证 明 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 每 个 平面 的 方程 都 是 
一 次 方程 。 
假定 在 直角 奉 标 系 
中 , 已 知 任 意 一 个 焉 面 r， 
我 们 来 证 明 这 个 平面 的 方 
程 是 一 次 的 ， 在 平面 (图 
47) 上 任 取 一 点 型,Cxn， 
Jo，s%)， 再 取 科 下 于 于 面 
图 47 _ 工 的 任意 向 量 ? =《4， 
B, 0) (当然 不 是 零 向 量 )， 向 量 * 岂 做 平面 的 法 向 量 ， 点 旭 ， 
和 法 阿 量 # 完全 人 确定 了 平面 7 的 位 置 . 可 
没 对 (*， 7， 是 平面 x 上 的 任意 一 点 ， 因 * -十 r， 所 以 
点 以 在 平面 .上 的 条 件 是 MM Ln， 
如 征用 "入 分 别 表 示 避 和 … 的 径 问 是 (也 叫 流动 向 
梭 》， 四 信众 = Ui 因此 ， 得 
章 er- py ， 一 
一 此 
或 # r+D=0 《二 
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这 里 DD: -wz 
现在 ， 我 们 把 等 式 “1) 用 坐标 形式 表示 出 来 。 因为 


一 ?> 一 > 


久 一 让 一 攻 和 一 一 四 {4，H， 1， 和 根据 同 量 
琴 直 的 必要 充分 条 件 ， 则 得 
A(x— x +BOY-) TO 人- %)=0 (2 
这 就 是 所 求 的 平面 方程 . 
把 方程 (2 》 变形 为 
Ax+ByiCs+{— Ax— By —C%)=0 
令 了 = 一 雪 x, 一 By, -Cs， 则 得 
Ax+By+CtCz+DP=0 (3) 
由 此 可 知 ， 平 面 7 的 方程 确实 是 一 次 方程 。 我 们 把 形 如 《3 ) 
的 方程 叫做 平面 的 一 般 方程 ， 形 如 《1 的 方程 叫做 平面 一 般 
方程 的 问 量 形式 ， 
下 画 ， 我 们 再 来 证 明 ， 在 直 和 坐标 系 中 ， 每 个 一 次 方程 确 
定 一 个 平面 
假设 在 直角 上 坐标 系 中 ， 己 知 任意 一 个 一 次 方程 
Ax+ By+Cs+D= 人 0 C4) 
所 谓 任 意 是 说 系数 4，B，C，D 可 取 任 意 实 数 , 但 4, B,C 
不 能 同时 为 零 。 我 们 来 证 明 方程 (4 ) 确定 一 个 平面 ， 
设 xw，jo，x 是 方程 (4 ) 的 一 组 解 ， 也 就 是 这 二 个 数 
满足 这 个 方程 。 用 *,， 为 ，%， 代 换 方程 《4 ) 左边 的 流动 华 
标 ， 我 们 便 每 到 恒等式 


Ax, + By + Cs,+D=0 (5 ) 
从 等 式 (4 】 减 去 己 等 式 5) ， 则 得 
tx—x) -Bly yy) tt —%)=0 C6) 


而 方程 (6) 与 方程 {2) 一 样 ， 它 是 过 局 M(x,, os %,) 8. 


具有 法 向 量 # : {4，B， 人 0} 的 平面 方程 ， 容 易 大 出 ， 方 程 (6 ) 
与 方程 《4 ) 是 同 解 方程 ， 也 可 说 是 等 价 的， 这 是 因为 方程 
(6) 是 从 方程 (4 ) 减 去 炉 等 式 5) 得 到 的 ， 而 方程 (4) 


G6 


允 可 看 做 方程 《6 ) 加 上 恒等式 《5) 得 到 的 。 所 以 ， 方 程 
《4) 也 十 一 个 平面 方程 ， 岗 此 ， 每 个 一 次 方程 都 确定 一 个 下 
辕 ， 
由 上 面 的 证 朋 ， 可 以 概括 为 ， 每 个 平面 的 方程 都 是 一 次 方 
程 ， 而 每 个 一 次 方程 又 都 确定 一 个 平面 。 也 就 是 空间 的 平面 与 
一 校方 程 之 间 建 证 了 对 应 关系 。 这 个 命题 有 时 也 称 为 关于 平面 
的 基本 定理 ， 
现在 ， 我 们 来 研究 一 次 方程 
Ax+By+C%+t+D=0 
的 茶 些 笠 别 情形 所 确定 的 平面 ， 
1” 当 已 =0 时 ， 方 程 为 
xy 下 
它 所 确定 的 平面 通过 坐标 原点 《图 48) ， 因 为 这 时， 坐标 系 原 
所 学 标 (0,0,0) 满足 平面 的 方程 ， 
2” 当 C= 省 时 ， 注 程 为 
/Ax+By+D=0 
法 向 量 # {4，B，0} 垂直 于 0x 轴 。 这 时 ， 平 面 平行 于 0% 
轴 【《 留 49) 。 苦 再 有 响 =0， 册 平面 通过 Ox% 轴 ， 


| 
3” 当 上 =0 时 ， 方 程 为 


| 
dd 
er 宙 
ee -一 
-Ar 
图 49 
Axw+tCs+D=0 


因为 法 向 量 # = {4，0，C} 息 直 于 0y 轴 ， 扬 以 这 个 方程 所 确 
定 的 平面 平行 于 Oy 轴 {图 59) 。 车 再 有 避 0， 出 平面 通过 
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Oy 轴 ， 
4* 当 肌 = 时， 方程 为 
By+C%+D=0 
因 法 向 量 > = {0。B，C} 垂 真 于 0x 轴 ， 所 以 平面 平行 于 0x 轴 
(图 51) 。 若 再 有 了 = 0， 则 平面 通过 Ox 轴 ， 


到 


图 5 固 51 
5 当 了 -0 C=0 了 时， 方程 为 
Ax+D=0 
法 向 量 #= {A4，0，0} 平 行 于 0x 轴 ， 这 时 平面 平行 于 0yx 坐 
标 面 (图 52) . 
6” 当 4=0，C =0 时 ， 上 方程 为 
By+D=0 


这 时 法 向 量 #= {0，B，0} 平 行 于 0 办 ， 而 平面 平行 于 Oxz 
上 举 标 面 (图 53) ， 
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?0 当 4-0 上 =0 时 ， 方程 为 
CsiD 0 
而 法 向 量 #= 40。0，C} 平 行 于 Ox 轴 ， 所 以 平面 平行 于 Oxy 
坐标 面 〈 网 54) . 
8” 在 5.6 .7 三 种 情况 中 ， 如 果 绸 有 = 如 那 林 方 竹 具 
有 形状 Ax=0,，By=0，Cz=0 或 x=0， y= 2=0 它们 所 
傅 定 的 平面 分 别 与 坐标 面 wyz，Oxx，ODxy 重合 ‘图 55)， 


"< 


内 54 图 55 


例 1 已 知 一 个 平面 通过 点 P.(3，2， 了 并 且 重 直 于 站 
写 态 Pt6，2，7) 的 连 线 ， 求 平面 方程 . 


各 , 我 们 可 把 点 Pi 的 连 线 作为 所 宁 平 再 的 法 向 
P= 《43，4，6}。 因 面 ， 所 求 平面 过 点 D3， 一 2， 二 用 以 
BP {3, 4，6} 为 法 回 量 。 所 以 ， WR 
3(x -3) +40y 2)+6%— 1) = 
或 3x + y+B%—?7= 
例 2 一 个 平面 通过 0x 轴 和 点 刘 (4 -3, 一 1), 求 这 个 
平面 的 方程 ， 
解 先 求 出 平面 的 法 向 量 ” 。 由 已 知 条 件 可 知 ， 向 量 # 要 
直 于 Ox 轴 和 OM。，] 所 以 
n= 7xOM (人 = 了 一 3 
或 # = 10， 1 —3} 


—» 
# 
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所 求 平面 过 点 0 8，0， 人 ,因此 它 的 方程 为 
tx -0 1 一 们 一 3 人 5 一 0) = 
而 了 一 3 
例 5 一 个 平面 过 两 点 401，1， 忆 和 Bt0,1， 一 1 是 季 
家 于 平面 x+》+x= 0， 求 此 平面 的 方程 ， ,> 
_ 解 先 求 此 平面 的 法 向 量 *， 由 已 知 条 件 可 天 #.|.AB, 
面 AB={-1i, 0, ,2 同时 ， 向量 # 必 全 直 于 已 知 平面 x+》 
二 各 = 0 的 法 向 量 mm - = 《1， 1，T》, 部 
ry w= ABx# = {9, ~- 1， —1} 
又 因 平 面 过 点 1，I，1 ,所 以 ， 所 求 平 面 的 方程 为 
2{tx—1)- (yy—-1)- -1)=0 
化 简 ， 得 
2 一 一 当 = 
例 4 一 平面 通过 原点 ， 面 有 内 与 平面 2x 一 y+ 5% 十 3 = 人 活 和 
x+3y-x-7=0 孝 垂直， 求 此 平面 方程 ， 
解 ”因为 平 曾 过 原 上 咸 ， 所 以 可 设 它 的 方程 为 
Ax+By+t+Cw=0 
及 因为 这 个 平面 与 两 个 已 知 平 面部 夫 直 ， 育 以 有 


A BroC-0 
A+3B-C=0 1 2 9 > 
由 此 解 出 4 和 了 3， 得 到 4 = - 2C，B3 = C。 | 3 
将 4、B 代入 所 设 方程 ， 整 理 后 得 》 
3x 一 一 下 = 站 
即 为 所 求 平面 方程 . ~ 8 tA 
~ ty 
由 
$2 三 点 确定 的 平面 方程 。。 1): 全 


令 已 井 不 在 同一 直线 上 了 的 三 个 点 M rx,, pi 0) ,Me,, yh 让 | 


ey Ss Mx, J %) 因而 它们 能 喜 确 定 一 个 平面 ， 现在 ， 
Ft 


我 们 来 导出 这 个 平面 的 方程 ， 
在 这 个 平面 上 ， 企 取 一 点 

rr Ys) ‘四 56) _ 于 生 :， 
向 量 M,M, MM MM 是 共 面 
的 ， 反 之 ， 如 果 向量 MM, 
MM,, MM, 共 面 ， | 于 在 
机， 于 ,， 凡 ;所 确 定 的 平面 
上 .这 就 是 说 ， 点 族 在 已 知 三 ,56 、 
凡 确 定 的 平面 上 的 必要 充分 条 件 是 向 量 MMM，AMUM,， 计 |, 计 ， 共 
面 ， 因 此 ， 它 们 的 混合 积 等 于 零 ， 即 

(MM MM, MM)=0 C1) 
车 每 个 点 分 别 用 径 向 量 表示 ， 如 FM 庆 CMD), 广 (CMD, 六) 
则 (1》 式 可 写 为 

-六 -> -> 

(Cr) 【一 六 (rp) 0 [2 ) 
再 把 (2) 式 用 党 标 形 式 表示 ， 峙 得 


| 由 一 了: 区 一世 | 


Ya XI YY 2—%, |=0 (3) 
| 
等 式 (3) 就 是 三 点 砷 ， 大 ,， 骨 ， 所 确定 的 平面 方程 。 而 等 
式 (#) 是 这 个 平面 方程 的 向 晤 形式， 
在 特殊 情形 下 ， 我 们 容易 旦 出 平面 的 所 谓 截 距 式 方程 . 
纳 一 个 平面 在 三 个 维 标 轴 
的 交点 为 M(x，0,0), M0 
0) ,0,0，c) 《图 57) 
因此 ， 所 求 平 面 的 方程 可 写成 
等 式 《3) 的 形式 ， 也 就 是 
一 
a ££ 
| -4 DD 
把 它 展开 ， 可 写成 图 57 


-0 


7 


Bex t acy + abs = abe 


具有 这 种 形状 的 方程 我 从 叫做 平面 的 截 距 式 方程 

和 赋 1 一 个 平面 通过 三 点 M.{I，2，3)，A,( 一 1,0, 0)， 
则 (3，0，1), 求 平面 的 方程 ， 

解 ”由 等 丈 ‘3; ， 则 竹 所 求 平面 方程 为 


XxX—1] VY-2 %—3 


—2 一 避 -3 |=0 
2 一 名 一 总 
把 它 展 开 ， 得 
十 呈 ) 一 4 十 = 站 
例 2 把 平面 方程 
2 二 5 一 人 
化 为 截 距 式 方程 . 


解 ” 把 常数 项 移 到 右 端 并 用 6 除 各 项 ， 得 


x Uy -1 
TT 


全 2 
还 需要 把 第 二 项 的 5 移 到 分 母 中 ， 第 三 项 的 负 号 也 称 到 分 母 
由， 则 得 
” 
3 2 ! 


ei 
mal 


| 
这 就 是 平面 的 截 虐 式 方 程 ， 
例 3 已 知 平面 在 207、Ox 轴 上 的 截 距 分 别 为 30，10， 并 
于 与 向 量 ”= 42，1，3} 平行 ， 试 求 这 个 平面 的 截 距 式 方程 ， 
解 ” 设 已 知 平 面 的 截 距 式 方 程 为 
六 
JJ 10 
它 与 0x、0y、0z 轴 的 交点 分 别 为 Ata,0, 只，3B(0, 30,0)， 


"3 


= 二 


pp 


关 - 和 -人 拖 
COO，0，I0)。 办 为 平面 与 向 量 ” 于 行 ， 所 以 问 量 -4B BC ，> 
共 面 ， 而 
一 六 一 一 
AB={-&, dD， 0.}, BC = 410, 一 30， 10}, 


国 引 一 要 3 站 
0 -30 10| =0 
2 1 3 
解 出 4， 得 a= -6. 于 是 所 求 方程 为 
MX 
-6 30 + 0 1 


$3 平面 的 法 线 式 方程 


现在， 我 们 来 研究 男 一 种 平面 方程 ， 所 谓 和 平面 的 法 线 式 方 
程 ， 

设 已 知 任意 平 而 x， 过 上 坐标 原点 作 直 线 * 垂 直 于 平面 7， 
把 直 钱 = 叫做 平面 关 的 法 线 . 
并 四 了 表示 #* 与 x 的 交点 (图 
58) 。 在 法 线 上 ， 我 们 指定 从 
0 点 到 了 点 的 方向 为 正 。 如 果 
点 了 与 点 侣 重合， 世 就 是 如 果 
已 知 平面 通过 原点 时 ， 则 法 线 
的 正 周 可 任意 选取 ， 我 们 用 a， 
PB，? 表 示 法 线 与 坐标 贺 所 成 的 
前 ， 用 疡 表示 线段 OP 的 长 度 ， 网 58 


用 到 表示 法 线 方向 上 的 单位 向 量 。 因 此 ， 开 的 坐标 cosc, cosf. 
cosr 以 及 者 是 已 知 数 ， 所 以 平 而 x 的 位 置 是 确定 的 ， 下 面 ， 
我 们 来 导出 平面 # 的 方程 ， 为 此 ， 我 们 症 平面 x 上 桩 取 一 -点 
M(x，2，*) ,容易 看 出 ， 虚 天 的 径 向 量 在 法 线 上 的 射影 等 于 
线段 OP 的 代数 值 ， 又 因为 有 向 线段 0P 的 方向 与 法 线 的 正 向 
i 


一 致 ， 所 以 这 个 线 颂 的 代数 值 /是 正 数 ， 因 此 ， 有 ，” 射 y = 
或 


-一 一 省 -一 和 
身 .* = 天 二 起 
因此 得 到 
3 
a "rp ‘1) 


我 们 再 把 等 式 (1) 用 尝 宗 形 式 表示 出 来 。 因为 
83 Yecesa， CS 站 。 COst1}., 7 二 
卫 以 等 式 《〈《1i)》 可 写成 
XCOSAIT YCOSH Fr xCOST 一 声 -站 (2) 
这 就 是 已 郑平 面 x 的 方程 ， 写 成 形式 ‘2 ) 的 方程 制 机 平面 
的 法 线 式 方 程 。 方程 (1) 是 平面 的 法 线 式 方程 的 向量 形式 ， 
在 方程 (2 ) 中 ，cosa，cosp，cosy 是 法 线 的 方向 余 芝 ， 
也 是 法 线 方 向上 的 单 世 阅 量 了 的 坐 标 ， 疡 是 从 坐标 原点 到 已 知 平 
面 的 距离 。 因此 从 方程 (2)》 可 以 看 出 ， 平 面 的 法 线 式 方程 的 
主要 特征 是 ，1” 流动 坐标 系 煞 的 平方 和 等 于 1: 2” 常数 项 
是 负 的 ， 
坝 在 我 们 来 研究 ， 如 何 把 平面 的 一 般 方 程 化 为 法 钱 式 方 


程 ， 
设 Ax+By+t+Ctg+D=0 (3) 
是 某 个 平面 的 一 般 方 程 ， 而 
COSX 十 ?CDSR+zCOs7 ~ p=0 (4) 
是 它 的 法 线 式 方程 ， 


因为 方程 (3) 和 (4) 确定 同一 个 平面 ， 所 以 这 两 个 方 
程 的 系数 成 比 般 .也 就 是 说 ， 如 果 以 基数 已 方程 (3 ) 的 各 
项 ， 我 们 使 得 方 在 

uAx+nBy+t nCs+nD:-0 
而 且 它 与 方程 〈4 》 完全 --… 致 ， 因 测 有 有 

nA=coso, HB-- cosf, AC=ceost, nD--p (5) 

为 了 求 得 乘 数 XA， 我 们 把 诗 三 个 等 式 的 两 边 各 自 平 方 并 对 应 相 
PE! 


加 ， 则 得 
HA BOCY) cosior cosst+ cosr -1 


所 


上 一 


Wp (6) 
因为 用 数 m 疗 平 面 的 一 般 方程 ， 则 可 把 它 化 为 法 线 式 方程 ， 所 
以 数 蔬 艇 这 个 方程 的 法 化 因子 。 法 化 因子 的 符号 可 用 等 式 
《5)》 的 第 四 式 确 定 。 因 为 f= 一 pp， 所 以 jiD 是 一 个 负数 ， 
因此 ， 法 化 因子 的 符号 ， 常 与 要 化 为 法 线 式 方程 的 常数 项 的 符 
写 相 反 。 者 常数 项 DP =0， 则 法 化 因子 的 符号 可 任意 选取 ， 
例 1 把 平面 的 一 般 方程 3x 一 3y+ 6% + 49= 人 化 为 法 线 式 
方 牡 ， 并 求 出 cosa，cosB，cos? 和 和 jp， 
解 ”因为 4:3，B =- -3 C=6 了 DD=49>0,， 所 以 
I 


-RD 


i 
i 
把 已 知 方 程 的 每 项 系数 乘 以 - --， 则 得 法 线 式 方程 为 
由 此 得 到 


2 3 


例 2 己 知 平面 方程 xcose -+ycosp++%cos7 -p=0 在 二 
个 坐标 输 上 的 截 距 分 别 为 <，2， ec 求证 
i 1 1 1 
一 二 


合理 -fi 


把 上 面 三 个 等 式 改 写 为 


1 


出 此 可 得 
+ 2 2 
1 .1 ,1 .cosatcosh+cos7_ 1 


a 大 下 


34 ”点 到 平面 的 距离 


平面 的 法 线 式 方程 可 以 用 来 解决 点 到 平面 的 距离 问题 ， 

设 已 党 任意 平面 rx， 作 它 
的 法 线 OP， 再 设 MM' 是 空间 
的 任意 一 点 ，5 是 从 已 项 平 面 
到 半 ' 的 有 向 距离 《图 59) ， 
我 们 把 数 5 员 人 敌 点 出 ' 对 已 知 
平面 的 高 差 . 

如 采 点 好 和 坐标 原 反 在 

已 若干 面 的 漳 侧 ， 则 向 量 RM' 

OP 共 线 ， 昌 与 OP 的 正 向 相同 ， 这 电 而 要 和 人 旭 虹 点 
划 和 坐标 原点 在 已 知 平 面 的 同 便 ， 则 疝 最 及 对 与 OP 共 线 且 与 
0P 的 负 铅 相同 ， 这 时 离 差 有 人 负 值 ， 因 此 可 知 ， 点 村 : 到 已 知 平 
面 的 距离 4=|5 ， 

如 果 已 知 点 齐 'Cx'，y'，%) 利平 面 的 法 线 式 方程 

xCOSZ + YCOSB + COST — p=0 


则 点 站 对 这 个 平面 的 高 差 可 用 下 面 的 公式 计 算 


= 交 COSC 十 CDS 朋 十 帮 'CDSY —p (1) 
实际 上 ， 我 们 作 点 区 在 法 钱 .上 的 射影 ， 设 闻 ' 的 射影 为 
4 由 此 则 得 


8 -= PQO: O090— OP 
这 时 OV, OF 吓 在 法 线 上 有 有 向 线段 ?0 00,，0P 的 代数 值 . 
但 ， 吕 = 射 ， 个 "QP=p， 所 以 
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2 


=x "rr —p (C2) 
一 -条 -人 
而 间 ”  CODSCX 二 COSE+ scCOST (3) 
由 《2》 和 《3) ， 则 得 


=x'CcoOsurty cospt+ scost—p 
不 难看 出 ，%'Cosa + COSB t+ %'cos7 一 上 不 外 十 把 已 知 平 面 的 法 
线 式 方程 左边 的 流动 坐标 代 以 M 就 ' 点 的 借 标 ， 

内 上 此， 如果 我 人 需要 求 一 点 到 一 平面 的 距离 ， 只 要 把 这 个 
平面 的 法 线 式 方 程 左边 的 流动 坐标 代 之 以 以 ' 点 的 坐标 ， 求 出 
离 差 ， 然 后 取 其 绝对 值 即 可 . 

例 1 求 点 型 (1，2，3) 到 平面 

2X 一 2 十 艺 一 号 = 站 
的 距离 1 £1 -1121 
解 ” 求 出 法 化 因子 = ~ AF 


上 上 之 
3 ~ 


把 平面 方程 化 为 法 线 式 方程 S 
ar-2y te-3) -0 


即 0 

点 对 平面 的 腐 效 为 
6 = 本 :1 -二 .2+ 二 3-1= -三 

负 号 是 表示 点 章 与 坐标 原点 在 已 扼 平 面 的 同 侧 . 所 求 距离 为 
4=151 -二 下 gj 区 了 

na, 4 
十 2。 试 求 两 个 平行 平面 PL =- -关于 

ri。 3x+6y 一 2x 一 ?二 1 TO 41 
nos 3x +6y 一 2x+ 14 -0 ~ 名 

间 的 距离 


解 ” 册 为 两 个 平行 平面 的 法 向 量 为 “- {3，6， 2》 ， 而 


Di 一? 之， 白 以 原点 在 平面 x， 的 法 词 昌 毛 指 的 为 -… 侧 。， 而 
D,=142>0， 所 以 原点 在 平面 xz: 的 法 何 角 所 指 的 闻 一 俩 ， 岂 
过 ， 原 点 必 和 在 两 个 平行 平面 之 也 
和 因原 成 到 平面 x 的 距离 为 
d= _ 


一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 | 
v3HETI- 7 
原点 到 平面 ?的 曙 离 为 
1 = ;44 加 14 -9 
,= 上 


Vt) 
所 以 ， 两 个 平面 之 闸 的 距离 冯 
d=d,+d,=-? 

此 题 也 可 用 另 法 解 管 ， 在 两 个 平行 平面 中 的 任意 一 个 阅 面 
上 找 出 一 点 ， 求 出 这 点 到 努 -- 平 面 的 距离 ， 这 个 由 离 就 是 两 个 
已 开平 面 之 同 的 旧 离 。 

例 3 已 知 两 个 平面 

Fi 2 一 y+ 号 和 二 = 
Ns: 3X+37 一 2 3%—5=0 
求 它 念 组 成 的 两 个 二 面 角 的 角 平 分 面 的 方程 ， 

解 ” 平 面 ze 和 x 有 两 个 角 平 分 面 ， 没 为 zs ， 在 角 平 分 
面 土 的 点 到 zx:，z=: 的 距离 相等 ， 设 了 (x，y，%}) 是 骨 平 分 面 上 
的 点 ， 攻 点 了 到 xz, 和 zz 的 距离 分 别 为 中， cs 则 有 角 有 平分 面 
xs， TR 上 的 点 分 别 满 足 方 程 

d=2,, d= —d, 


2 3 /7 
但 d+ 
3 2 cv 时 
dt, = + -一 
:6 "57 3 
所 以 
2 2 3 2 2 
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Eh Ty 的 方程 为 
一 2% 一 23? 十 13 3 名 上 + 人 = 


2 入 ’ py 一 一 一 


即 Ty 的 方程 为 
22x — 71-3 32%=0 


$3 两 个 平面 的 夹 角 


魂 往 ， 我 们 来 研究 两 个 平面 的 淆 前 以 及 它们 之 间 的 位 置 关 
系 ， 

已 知 两 个 平 夯 ， 它 们 法 品 量 之 同 的 夹 角 叫 向 已 知 两 个 平面 
的 赤 角 ， Ta 

如 果 已 知 两 个 到 面 的 方程 为 

Tm: Ax+B.ytt%+ D=0 

ry Asx+ By: CwtD,=0 

‘1) 
根据 定义 虚 计 算 两 个 平面 的 炎 
角 ， 只 要 计算 它们 的 法 问 量 的 夹 
衣 《图 60) 即 可 ， 为 此 ， 我 们 号 出 对面 有 zs， 完 的 法 网 量 的 坐标 
x =A,B, CC}, w= {A,, B,, C.,) 

根据 计算 两 个 向 量 夹 角 的 公式 ， 风 得 
BBC | 
二 
如 果 为 得 到 两 个 平面 夹 角 中 的 锐 第 ， 只 要 取 sosy 绝对 值 所 确 
定 的 角 ?9 即 可 . 

求 两 个 平 而 的 夹 角 ， 实 际 上 也 是 确定 两 个 平 而 的 位 置 关 
系 。 下 而 ， 我 们 再 来 研究 两 个 平 而 位 置 关系 的 用 种 特 史 情形， 

]” 音 两 个 平面 芋 相 重 直 ， 则 它们 的 法 呵 晤 地 垂直 及 
之 ， 也 成 苹 。 


COSH = 


?9 


因为 ， 隔 个 平面 法 向 量 互 相 重 直 的 必 权 充分 条 件 训 是 这 两 
个 平面 《1 互相 垂直 的 必要 充分 和 条件， 所 以 , 两 个 平面 〈1) 
互相 竺 直 的 必要 充分 条 件 为 ， 

AA+BB,+CC,=0 

2” 车 两 个 平面 互相 平行 ， 则 它们 的 法 向 量具 绥 ， 反之 ， 
也 不 立 ， 

下 为 ， 两 个 平 窗 法 向 量 共 线 的 必要 充分 条 件 惑 是 这 两 个 于 
面 互相 平行 的 必 黎 充分 条 件 ， 记 以 ， 商 个 平面 《1 ) 互相 平行 


的 必要 充分 条 件 为 
ep B, 
"A, B,. ©, 
3” 我 们 进一步 来 证 明 ， 已 知 两 个 平面 (1) 重合 的 必要 
充分 条 件 是 


A BB, tC, DD, 
A Be CD 人 
我 们 先 证 明 必 要 条 件 ， 若 两 个 平面 重合 ， 则 它们 的 法 向 量 
共 线 ， 因 此 


如 上 内 用 2 表示 它们 的 比值 ， 则 得 

-2A,,，B,= 4B,, C= AC, 
若 赣 (xro 加 ，50) 是 第 一 个 平面 上 的 任意 点 ， 则 它 必 在 第 二 个 
平面 上 ， 所 以 

Ax + By tis+D,=0 

.x+ 了 Ca 十 了 = 
AD.. 

A, 8B .0, 
HE A BB CD. 

充分 条 性 是 能 然 的 .因为 戎 等 式 〈2 ) 成立 ， 则 已 知 两 个 
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平面 的 方程 是 等 价 的 ， 所 以 两 个 平面 重合 . 
例 1 求 两 个 平面 2x 一 十 冯 一 站 = 和 条 x+y+2% 一 b= 必 
的 豆角, 
解 已 知 两 个 平面 的 法 问 量 分 别 为 
m2, 21, 1), (1 1, 2), 
所 以 
2xi+r(-Dxi+tx2 


CDOS FT Te 加 + 2 2 
1) +1 1 +1 +2 


因此 ， 所 求 交 角 为 = 二 
例 2 试 证 平面 x*+3y 一 ~1=0 与 平面 2x+ 27 一 2% 十 3 
=0 平行 ， 
一 一 > 
证 ”因为 这 两 个 平面 的 法 向 量 分 别 为 #1 = {1, 1， 一 1}), t= 
{2，2， 一 2}, 面 且 它 们 满足 共 线 条 件 


1 
2 


1 1_ -1 
2 2 -2 
所 眉 这 两 个 平面 平行 . 


例 3 试 证 两 个 平面 x” +73+ 名 = 人 与 x*+y 一 2%+3= 人 0 互 稍 
王 直 , 
一 一 和 一 一 和 
证 ”因为 这 两 个 平面 的 法 向量 分 别 为 页 = {41,1，i1} 和 #,= 
‘1，1，。 一 2), 面 卫 满足 瑟 走 条件 
ixl+1lxi+i1ix -2)=0 
所 以 这 两 个 平面 垂直 ， 


$6 三 个 平面 的 交点 


设 已 知 三 个 平面 z，R，h， 宙 们 购 方程 为 
mT: Axi+By+Cs+D=0 
ms x+ By+Cs+D,=0 1) 
ny: Axr By+C%+D =0 
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为 了 求 出 它们 的 交点 ， 需 要 求 这 三 个 方程 关于 x*，)》，% 的 解 ， 
也 就 是 方程 组 【1)》 的 解 ， 关 于 方程 组 《1)》 的 解 ， 可 能 有 以 
下 儿 种 情况 ，; 

1” 车 方程 组 (1) 的 行列 式 
A 8B CC, 
A, B, OC, 

| A BB, €， 
则 方程 组 (1) 有 陵 一 解 ， 在 这 种 情况 下 ， 三 个 平面 有 了 崔 一 交 
所 ， 
2* 当 4=0， 并 且 上 定 阵 
A, 8, CC 了 
A, B, CC, P， 
的 秩 等 于 3。 在 这 种 情 况 下 ， 方 程 组 (1，》 是 不 相 容 的 。 这 时 
两 个 平面 的 交 鳅 平行 于 第 三 个 平面 。 上 面 提 到 的 所 消 证 阵 ， 就 
是 如 (3 形式 的 一 种 排列 ， 所 谓 矩 阵 的 秩 ， 是 指 矩 阵 的 不 等 
于 零 的 行列 式 中 的 最 大 阶 数 ， 

3” 当 4=0， 矩阵 53) 的 秩 和 行列 式 2) 惩 阵 的 秩 
等 于 2 。 在 这 种 情况 下 ， 方 程 组 (1) 中 的 一 个 方程 是 劳 两 个 
方程 的 线性 和 组合 ， 因 而 三 个 平面 通过 一 条 直线 ， 

4” 当 450, 并 且 行 列 式 从 隆 和 的 秩 等 于 ii， 而 矩阵 (3) 
的 秩 等 于 2 。 在 这 种 情况 下 ， 三 个 平 而 互相 平行 ， 

5” 当 4=0， 并 且 行 列 式 官 阵 和 和 些 阵 (3) 的 身 都 等 于 
1 。 在 这 稀 情 说 下 ， 由 方程 组 (1 ) 的 任何 两 个 方程 都 可 得 到 
第 三 个 方程 ， 因 此 ， 三 个 平面 是 重合 的 , 

如 果 读 者 对 矩阵 不 熟悉 ， 采 暂 把 2 3 和，5" 几 种 情形 咯 
去 。 

例 1 求 三 个 平面 


XT 一 


本 := < 《2 


rs x+9?-1=0 


Tt x + 一 名 十 之 二 从 


的 交 辟 ， 
解 ” 因 系数 行列 式 
1 -1 1 
4=|1 2 0 |=-2%0 
1 i —1 


所 以 ，mi， zz， fa 有 陵 -区 戌 ， 
解 x,，zx,，XA 构成 的 方程 组 ， 则 得 交点 尚 标 为 
X71, y=l1,， Y=2, 
例 2 求 三 个 平面 
nl: KX} +2%—1=0 
Na ZX 2y+d%+ =0 
Ny 3 一 3 十 6z 一 4 二 


的 交 后 ， 
解 ” 国 系数 行列 式 
1 -ft 2 
4=|2 -2 4!:1=0 
3 -3 8 


所 以 ， 三 个 平面 没有 公共 后 ， 


由 于 矩阵 
1 ~—1 
(: -3 


的 秩 等 于 1 ， 而 矩阵 


1 -1 2 一 
(: -2 | | 
3 一 -4 


的 秩 等 于 2 ， 填 以 三 个 平面 互相 平行 ， 但 徙 此 不 重合 ， 


[ee 


ot 
er 


7 面 束 和 面 把 


面 东 和 曾 把 的 方程 对 于 求 平 面 方程 问题 稚 丰 胃 . 
1 面 束 
通过 一 条 直线 p 的 所 有 平面 构成 的 集合 叫 敌 平面 束 ， 简 称 
面 束 ， 育 线 z 韦 做 面 束 的 轴 (图 61》. 
我 们 来 导出 面 束 的 方程 说 已 知 变 于 直 
线 t 的 两 个 平面 
Te 十 有 二 二 0 
ry: yw 了 CD=0 
cz， 有 8 是 不 同时 为 零 的 任意 实数 ， 则 
a(Ax+B y+C%+D,) 
十 下 (二 有 + = (1) 
就 是 以 直线 p 为 轴 的 面 束 方程 . 图 6] 
我 们 想 按 下 面 三 个 步骤 来 证 明 这 个 事实 。 
T 关系 还 (1) 是 一 次 方程 ， 也 就 是 它 确定 一 个 平面 ， 
车 把 关系 式 ( 1) 变形 为 z 
(a ,tA w+ {aB r+ BYy+ (aC + CNS+ (aD, + ADN =0 
岂可 在 几 ，*，》 二 的 系数 不 能 操 寺 等 于 零 。 因 为 ， 若 e+ 


而 


pA, = 甘 ， aB, 十 iB, - 9， AC, +Bc, 一 是。 则 -他 一 一 6 -pt 
C 
~- 后 ，- 民 = 一 -了 -， 又 因 a 不 同时 为 零 ， 例 如 x0， 
A B CC 加 的 
刚 一 本 TB 即 已 知 两 个 平面 平行 市 不 能 确定 直线 ， 


这 与 假设 矛盾 ， 因 此 , 关系 式 (1) 是 一 次 方程 ,也 就 是 (1， 
确定 一 个 平面 . 

2” 对 于 任意 的 a 和 ,方程 (1》 所 确定 的 平面 必 遂 
过 直线 z。 
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困 为 在 已 知 言 线 p 上 的 任意 点 的 三 个 举 标 x。，.，x 必 匡 
足 方程 《1) ， 因 此 ， 直 线 上 的 点 都 在 方程 《1) 确定 的 平面 
上 ， 也 就 是 方程 〈1) 确定 的 平面 通过 直线 pp， 
3” 只 要 适当 选取 a 和 8B， 方程 (1)〉 常 可 确定 通过 下 
线 的 -个 平面 . 
我 们 在 空间 任 取 一 点 诬 'Cx'， 六 ，% 站 ，M' 不 在 直线 p$ 上 ， 
如 果 点 将 ' 的 坐标 满足 方程 1， ，、 妈 
a{tAx + B yt COs + DY +B(tA,x' By + Cs + D,)=0 
(2) 
则 方程 《1 确定 通过 点 并 的 平面 。 风 为 点 M' 不 在 直线 
p 三 ， 玉 以 两 个 数 
dx 下 人 + 人 二 和 
中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 ， 因 此 ， 等 式 〈《2 ) 不 是 人 恒等式， 硬是 
以 a，8 为 来 知 数 的 方程 ， 者 4x'+ BY TCD 则 
(2 ) 式 可 写 为 
8 = A +tBY+CS TD 
Ax! + Bs y+ Cr DD, 
当 a 取 任 意 非 零 实数 时 ，5 就 随 之 确定 ， 把 2,P 的 值 代入 方程 
(1)》 ， 人 使 确定 通过 点 并 的 平面 ， 
由 1" ,2",3" 的 证 明 可 知 ， 方 程 (1， 确 是 以 加 为 轴 的 平面 
束 的 方程 . 

为 了 便 卫 应 用 平面 束 方 程 解 淆 实际 问题 ， 可 把 方程 〈 二 ) 
变 为 简单 的 形式 ， 如 a 六 0, 可 令 -六 划 方程 〈1)》 就 变 为 
AxX+B yi Os+D iAacAx + Bytest+h) =0 (3) 

但 在 方程 C3) 中 ， 已 经 排除 了 a = 0 的 情形 ， 所 以 方程 (3》 
示 能 确定 乎 面 东 里 的 平面 -wx TB + Cs+ 了 D;,=0, 
2 面 把 
通过 一 点 并 ,的 所 有 平面 构成 的 集合 叫做 平面 把 ， 午 称 面 
把 ， 局 M, 叫 愉 丙 把 中 心 ， 
$5 


现在 ， 我 们 导出 以 点 六 ,360， 训 ，%》 为 中 心 的 面 把 方程 。 
我 们 取 过 后 峙 (Xo，Jy， 20) 


~ i 
的 一 个 平面 x (图 62) . 设 # 一 | 了 
， af 
=({4，3，C} 为 平面 < 的 法 各 一 到 
量 ， 划 (xy <) 是 平面 z 上 的 任 


I 


意 一 点 。 我 们 已 知 ， 平 面 x 的 “ y 
方程 为 x 

一 一 一 人 

RC rr 二 0 图 82 
或 Atx x +t By) +C(E- =0 {下 ) 


当 点 M, 是 确定 的 ， 而 法 向 量 #* 或 它 的 坐标 4, B,C 可 任意 取 
时 ， 则 方程 (* ) 表示 过 MH, 点 的 一 个 平面 集合 ， 也 就 是 一 个 面 
把 。 所 以 ， 方 程 (* ) 就 是 以 点 M, 为 中 心 的 面 把 方程 。 

例 1 -个 平面 通过 点 (1] ，1，- 1 ， 养 通过 两 个 平 
面 x+ y-%=0 和 x- y+%“- 1=0 的 交 线 ， 求 这 个 平面 方程 

解 ” 通 过 交 线 的 任意 -- 个 平面 的 方程 为 

w+y—2+Atx- yr 1)=0 《下 

因 所 求 平面 通过 点 ({ .1,1) ， 把 它 代 入 上 式 ， 刚 得 


» 
3+ Af 一 2) :了 j， 从 面 4= 本 


把 4 的 千代 入 Cr 中， 出 得 
Xj 
或 
bX 一 y+ 名 一 3 三 从 
例 2 求 过 点 (6、2 .一 2) 入 与 平面 x+37y-32+1=0 
平行 的 平面 方程 ， 
解 ” 因 为 所 求 平面 过 点 《6 ,2 ,一 2) ， 所 以 它 的 方程 可 
写成 面 把 方 程 的 形式 
Atx—-6) +B(ty-2)+C (s+2}=0 
由 平行 条 件 可 知 
总 6 


由 此 ， 红 取 = 日 3， (= 一 3， 


故 所 求 平面 方程 为 
(一 有) rr3ty— 2)—3(%+2)=0 
或 将 十 于 一 9 名 一 了 = 人 放 


例 3 试 求 通过 了 而 x+ 到 -xs=0 和 <*-s+4=0 的 交 线 
日 与 平面 x-~- 4 和-8xs+12=0 组 成 r74 角 的 平面 方程 

解 ”过 两 个 平面 交 线 的 平面 属于 而 来 

(Xt BY+ Ed ACx CS%+ = 人 0 

或 (1+Ax+toy+ (1-A)%+ di=-0 
我 们 须 求 4 ， 集 谈 于 大 了 已 知 平 遇 组 成 x/4 角 。 因 为 两 个 平面 
的 法 向 量 为 = (1, 4 8 +4， 5， 1 一 分 ， 曾 昌 
= ,| 闻 ， | = 2 福士 27， 关 9 37， 所 以 


因而 
9 一 3 “2 
日 “202 + 07 2 


解 得 1= - 二 ， 因 此 ， 所 求 平面 方程 为 


入 十 320 十， 名 一 12 二 站 


$8 直线 的 标准 方程 


见 在 已 知 丰 线 上 上 或 汪 它 平 行 的 每 个 非 零 问 量 ， 都 叫做 已 知 
直线 的 方 品 向 量 。 这 种 向 量 所 以 叫做 方向 向 量 ， 是 因为 它们 中 
的 任意 一 个 同 量 都 能 确定 直线 的 方向 ， 


我 们 常用 了 表示 直线 的 方向 向 量 ，Z，m, 4 表示 它 的 众 标 ， 
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即 
-一 人 
在 一 {i, nt, 上 
现在 ， 我 们 求 导 出 ， 过 已 同上 则 对 Cr 5》 县 有 已 知 方 
向 向 量 “= (7，mw。 思 的 直线 方程 
误 出 (xc， 区 中 全 已 知 耳 绕 上 生 
和 = 显然 向 各 入 朋 与 4 基线 ( 图 
， 若 用 7 ，7 分 别 表 示 点 骨 ， 训 


的 入 向 是 - 则 有 ， 
MMM=r 
因而 ax (1) 


因为 > 了 一 多 一 
所 以 ， 等 式 (1) 可 用 学 标 形 檬 表示 为 
i i 
7 (2) 
这 就 是 所 求 的 直线 的 标准 方程 ， 而 (1) 为 已 知 直 线 的 向 量 方 
程 ， » 
福 方 程 (3 ) 中 ， 方 向 向 量 # 的 坐标 i:，w，#， 可 用 4 的 
单位 向 最 的 学 标 cose，cos8，cosY 代替 ， 即 
机 《3 1) 


Te ee 


CS COS COST 


也 就 是 直线 的 方向 向 量 可 用 它 的 单位 思量 来 代替 ， 

必须 指出 ， 在 方程 (3 ) 中 ，/，szt，* 不 能 同时 等 于 零 ， 
但 其 中 有 的 可 等 于 零 。 这 时 ， 必 须 令 它 所 对 应 的 分 子 等 于 零 ， 
例如 ， 在 方程 (2) 中 ， 洲 *# 等 于 零 ， 则 (2 ) 可 写 为 


A | 
7 ) 
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方程 (4) 和 (5) 是 等 价 的 ， 一” 
例 1 求 过 一 点 (-1,0,4) 且 垂 直 于 平面 

3x 一 4 十 名 一 10=0 
的 直线 的 标准 方程 
， 解 ” 因 所 求 直线 过 点 (-1，0，4) ， 如 讶 方向 向 量 为 
4 = {1，w，#y, 则 所 求 直 线 的 标准 方程 林 写 为 

+1 2 
因为 所 求 直 线 的 方向 向 量 4 与 已 知 平面 的 法 向 量 # = {3, - 4, 1} 
是 共 线 的 ， 所 以 ， 它 们 的 坐标 成 比例 ， 即 


mm 2 
3 -4 二 A - 9 
A 


可 取 f=3,， = 一 了， 站 = |。 
因此 ， 所 求 和 线 的 标准 方程 为 
w+] oy 蔚 一 二 


一 — 一 一- 一 一 rr 


3 一 ; 


让 


傅 2 试 求 通过 点 (~ 1，0，4) 且 平 行 平面 3x - 4y + 
x - 10 =0， 又 与 直线 -< 二 -了 了 = 之 相交 的 直线 方程 
解 ” 设 所 求 直 线 方程 为 
ti 7 74 
1 


因 上 所 求 直 线 与 已 知 直 线 相交 ， 所 以 它们 共 面 ， 因 面 三 个 辐 量 
(1 一 《一 1)，0~-3，4 一 0}，{3，1，2}，{1,w,#}， 必 共 面 ， 
于 是 得 

-1-(-1 0-3 4-0 


即 
107 ~ 12m— 9x=0 
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义 因 所 求 直 弘 与 忆 知 平面 平行 ， 所 以 有 
3 一 4 规 十 龙 二 少 
解 联 了 并 方程 ， 则 得 
i mi n= 48:3724 
可 到 1 = 48， 双 =37，#- 4， 因而 得 所 求 方程 为 
*+1 和 


pb 


48 37 4 


$9 直线 的 参数 方程 


我 们 已 经 知道 ， 通 过 一 个 点 而 且 平 行 于 已 个 向 量 的 直线 是 
唯一 确定 的 ， 并 导出 了 它 的 标准 方程 、 现 在， 我 们 想 在 同样 条 
件 下 导出 另外 一 种 方程 ， 所 谓 直线 的 参数 方程 

设 已 知 直线 $ 道 过 点 M(x。，34，z0) ,而 且 直线 p 的 方向 


向 量 为 a = {1，mw，#}) {图 64)， i 二 
若 导 是 直线 上 任意 一 点 ， 出 向量。” 一 
出 ,1 与 向 量 4# 共 线 ， 也 就 是 0 
- -一 光 一 》 EE 
MM=!a { 1] 》 an a 
若 氮 讲 ,， 衣 的 径 向 星 分 贿 为 +,， +， 阿 6 
则 《TtL) 忒 可 写 为 
-3 -3 > 
r 一 下 :ta 《2) 
-六 
或 rr -rr tia (ny 
把 tc2') 用 华 标 形式 表示 出 来 ， 则 有 
X= x +t 
了 三 Jo 十 雪 ! (3) 
之 二 宅 ， 二 闻 


我 们 把 (3 ) 式 叫 做 直线 的 参数 方程 ， (2') 蚜 做 参数 方 
径 的 隔 量 形 太 ， 上 叫做 参数 ， 
住 方程 《3) 中， 了 上 可 以 看 做 是 和 企 意 变 化 的 参数 , 而 xs 
可 以 看 做 了 的 晃 数 : 当 上 变化 时 x，Jj “也 瑚 之 变化 ， 这 种 
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变化 就 是 点 章 没 着 已 给 的 方向 秘 动 ， 
若 方向 向 量 是 以 单位 向量 sz = 一 给 出 的 ， 则 它 在 各 华 标 


| a| 
铀 .上 的 射影 就 是 所 求 直 线 的 方 回 余 路 cosa，cos8，cos7。 在 
这 种 情形 下 ， 方 程 _ (2) 可 化 为 形式 
rr =r,+a np 
而 方 程 《3 ) 又 可 化 为 形式 
X= Xt+ NCOSA 
= ,+ PCOSB (C4) 


= + POsr 


这 时 ， 参 数 P 具 有 明显 的 几何 意义 ， 如 果 认 定 直线 与 向 量 “是 
同 向 的 ， 则 rf 表示 向 量 训 , 放 在 有 向 直线 上 的 代数 值 ， 它 的 绝对 
值 是 动 点 MM 到 定点 名, 的 距离 ， 

参数 方程 很 容易 化 为 标准 方程 。 如 果 我 们 从 (3) 中 消去 
参数 1 ， 就 得 到 标准 方术 


0 


i A 办 
如 果 我 们 从 (4) 中 消去 ns， 就 得 到 直线 的 标准 方程 
xXx) 
com cos cosr 


很 明显 ， 标 准 方 程 也 容易 变 成 参数 方程 ， 

直线 的 参数 方程 在 空间 解析 几何 中 要 上 比 在 平 而 解析 几何 中 
更 常用 到 。 特 别 是 ， 当 求 直 线 与 平面 的 交点 时 ， 很 有 用 。 

例 1 已 知 坷 线 通 过 点 P,(-3, 1,3) 并 和 加 量 a = 
{1，2, -2} 平行 ， 求 直线 方程 ， 、, 

解 设 P(x，y，%) 是 直线 上 的 任意 点 ， 则 因 a #1 PP, 所 


若 点 P,，P 的 径 向 量 分 别 为 7,, r+， 出 可 写 出 参数 方程 的 向 
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量 形 式 


> > 一 > 
r— rat 


用 坐标 形式 表示 出 来 ， 就 得 到 直线 的 参数 方程 
X= -="3+1 L 
y=1+2t 
T 二 -1 

直线 的 标准 方程 为 


xX+3 -1_%~2 


1 2 -1 


例 2 已 知 质 点 型 以 Wot1，1， 也 为 起 感 ,以 31 米 / 秘 的 
速度 ， 在 向 量 有 = {2，3，6) 的 方向 上 作 直 线 运动 ， 试 求 质 点 
刘 的 运动 方程 ， ， 

解 ” 设 质点 拷 的 运动 速度 为 a = 人，%， 引 , 则 质 扎 前 的 运 
动 方程 可 写 做 

x 二 T+ 
=1+ewt 


区 二 二 十 wf 
一 到 一 > 一 多 和 
但 因 «与 有 的 方向 相同 , 而 141 = 21，| R |= r+ 
= 7, 所 以 = {6, 9, 18}, 因此 ， 点 半 拘 运动 方程 为 
和 二 十 中 
了 二 二 十 9f 
各 二 二 十 18t 


S10 直线 的 两 点 式 方程 


我 们 知道 ， 两 个 不 同 的 点 
Mx F181) OM, (Xs Ys a) 
能 够 确定 崔 一 一 条 直线 p (图 
65) ， 我 们 来 导出 这 条 喜 线 的 
方程 。 很 明显 ， 向 晤 MMMM， 可 

02 


作为 直线 的 方 尚 向 量 . 
如 果 在 直线 p 上 任 取 一 点 大 《xy 为 鸡 ， 它 的 径 向 量 甫 
表示， 点 忆 ,， 于 ， 的 径 向 量 分 别 用 ,7 表示 ， 则 有 


rr A +) ‘1) 
六 一 将 -3 
或 CF oF,) x Ar 一 二 《2 
把 1) 或 C2) 化 为 坐标 形式 ， 划 得 
i (3) 
Mo 不 和 | i 一 名 | 


这 就 是 所 求 的 直线 方程 ， 我 们 把 这 种 形式 的 方程 叫做 直线 的 两 
点 式 方程 ， 方 织 (1》 和 (2) 是 两 点 式 方 程 的 向 量 形式 ， 
利用 两 点 式 方 程 ， 容 易 得 到 三 个 点 MG， 9 3 (x2， 
J 7 2 在 同一 条 真 线 上 的 必要 充分 条 件 是 
Ma) J 
|] 有 一 小 ] 加 一 踊 | 
开 线 的 两 点 式 方程 《3 ) ， 实 际 上 也 可 以 看 做 直线 的 标准 
方程 ， 这 时 型 并 :， 是 方 回 向 是. 
例 1 求 通过 两 点 于, (J，3， 一 中 和 MC2， 一 1 人) 的 
直线 方程 ， 
解 ”设计 是 所 求 囊 线 上 任意 一 成 ， 它 的 坐标 为 x*，.y，z, 则 
两 点 式 方程 为 


3 + 

3-1 -I-33 0-2 
或 

Xl 3 ,+e 


例 2 试 证 四 点 Pi(l，0,，2)，P,(2,，3,1)，P,{3, 6,0) 
各 P.O, 一 号 ， 3 在 同一 条 直线 上 . 
解 因为 


33 


所 以 ， 了 了， P,, bP, 三 成 在 间 一 直线 上 。 
又 因 


所 以 ，Pl.，P,， 了 ,二 点 共 线 , 
不 难 置 退 ， 点 P;，，P，, 在 P，P; 两 点 确定 的 直线 上 ， 也 就 是 
四 点 共 线 ， 


$11 和 直线 的 一 般 方程 


我 们 知道 ， 空 间 的 每 条 直 组 都 可 以 看 做 是 通过 该 直线 的 任 
意 网 个 平面 的 交 线 ,因而 , 空间 > 
直线 可 用 两 个 -次 方程 来 确定 。 
误 已 知 空 间 的 任意 一 笋 站 
线 5， 用 zi，z， 表示 交 于 吉 
线 的 两 个 平面 (图 66) ， 


如 果 已 知 这 两 个 平面 的 一 
盘 方 程 为 
mn: AAx+B y+Cst+D=0 Ci) 
Rr x+ BytCrl D,=0 (2) 


则 这 两 个 平面 的 交 线 名 上 任意 点 的 坐标 必 满足 这 两 个 方程 反 
之 ， 坐 标 满足 这 两 个 方程 的 点 必 在 平面 <，zr> 上 ， 因 而 也 在 
直线 p 上 ， 因 此， 方程 (1) 和 (2 ) 构成 的 方程 组 可 看 做 直 
线 的 方程 ， 

需要 注意 ， 因 为 平面 x 和 xz: 是 相交 的 ， 所 以 两 个 平面 
和 z: 的 法 向 量 m = {入 ，B，C,} 和 加 = 《4,，B,，C:) 不 共 线 ， 
反之 ， 如 果 两 个 平面 的 法 向 量 . 和 不 共 线 时 ， 它 们 才能 确定 
一 条 直线 ， 

由 此 可 知 ， 方 程 (1 ) 和 (2 )， 在 它们 的 系数 A,，B,。C, 和 
A:。B:，C: 不 成 比例 的 条 件 下 ， 才 能 确定 一 条 直线 . 
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用 方程 (1)， 和 (2 ) 联 立 表示 的 直线 方 各， 赂 向 直线 的 
一 般 方 程 。 因 此 ， 吉 组 的 一 般 方程 的 问 量 形 式 可 与 为 


一 入 一 入 


# rr 0 


一 弟 - 
硝 : 六 .+ D,=0 


这 里 ， 两 个 平面 的 法 向 量 . 和 不 共 线 . 
奇 已 规 且 线 的 一 般 上 注 程 
Axw+B yt+ts— D=0 1 
Ax1 By tix+D,=0 
则 可 用 如 下 方法 化 为 标准 方程。 

_ 上 首先 求 出 直线 土 的 任 一 反 MD, fx os Bo) 篆 求 出 方 呵 喇 
量 a={i， 吉 ，#})、 就 可 写 出 直线 的 标准 方程 ， 因为 ,已 敌 直 
线 是 两 个 平面 的 交 线 ， 所 以 方向 向 量 4 4 乖 豆 于 两 个 平面 的 法 向 
最 四 和 mr 因 面 可 取向 量 积 X 各 作为 方向 向 量 。， 由 于 装 量 
允 | zw 和 的 坐标 是 已 和 的 ， 一 ‘A,, B B,, Cy, m= {A,, B,, tC,}, 
所 以 向 量 4 的 沧 标 可 由 向 量 积 zx 友 求 得 ， 

反之 ， 标 准 方程 也 可 代为 一 般 方程 。 例 如 ， 存 标准 为 


a 
ff 才 天 
则 可 把 它 写 成 
~ 一 
~ 更 了 
| 
汶 加 
或 "0 
为 (一 二 


这 就 是 直线 的 一 般 方程 。 经 过 整理 .也 可 写 做 
人 
y= bz+g (3) 


不 难看 出 ， 这 种 形式 的 方程 是 把 已 知 直 线 表示 为 平行 于 坐 
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奈 轴 的 两 个 小 向 的 交 线 : 或 者 弄 做 是 算 直 于 坐标 面 的 两 个 平 曾 
的 交 线 。 过 已 知 直线 得 利于 淫 标 面 的 平 而 ， 我 们 把 它 叫 做 已 类 
和 直线 对 坐标 面 的 投 对 平面 ,因此 ,空间 任意 一 条 和 直线 的 一 般 方 程 
总 可 用 通过 该 直线 的 两 个 投射 平面 的 方程 来 表示 .这样 的 方程 
(如 式 53) ， 阳 叫 微 直线 的 投射 式 ( 射 影 式 ?方程 。 式 (43 ) 
中 的 疡 ， 9 具 省 简单 的 上 和 何 意 艾 ， 它 们 是 已 知 直 线 与 DOxy 举 标 
面 欧 点 的 坐标 4 即 况 点 为 业 ，9， 人 0. 
例 1 试 把 直线 的 一 般 方 程 
2 十 二 : 
3X 一 一 2 一 人 
化 为 标准 方程 。 
解 ”我 们 先 求 出 直线 上 的 一 个 点 。 任 意 选 定 一 个 坐标 ， 例 
如 1， 了 于是， 已 基诺 程 变 为 
2% 37=4) 
dw 二 YY- ， 
解 此 方程 ， 得 x = 2，y = 9。 这样 ， 就 得 到 直线 的 一 点 (3，0， 
1).， 


了 作法 向 量 H= 3，- 3， 了 和 加 = {3，1, 一 2) 的 向 量 积 ， 
则 得 到 直线 的 方向 向 量 a= {5,，?，11}， 所 以 ， 标 谁 方程 为 


5 7 11 
例 2 斌 把 站 线 的 标准 方程 
和 一 四 
2 3 -1 
化 为 它 的 投射 方程 ， 
解 ” 把 已 知 的 方程 改写 为 与 它 等 价 的 方程 ， 
| -- 交 
2 | 
J》 :. 
村 = -| 
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或 十 2% 一 0 
y+ gs-0) 
也 可 写 伍 
x 二 一 2 名 让 ] 
Y= 一 号 芭 | 
这 就 是 所 求 的 方程 。 

例 3 试 求 过 主线 
3x+ 2y+t Sed=0 
| 

且 平 行 于 直线 
-1 7-5,%t1 (2) 


3 » 3 


(1) 


的 平面 方程。 
解 ” 我 们 先 作 出 过 直线 11) 的 平 而 束 方 种 
3X 二 2 十 6st 全 十 CX 十 yy 十 3% 十 4)= 二 0 (3) 
在 这 个 平 而 束 中 ， 确 定 平行 于 真 线 《2 ) 的 平面 ， 实 际 上 了 珊 是 
确定 合乎 条 件 的 * 值 。 为 此 ， 把 方程 (3 ) 变形 为 
{3 ++ dT (3+ 3A)u+ (6 447 = 人 0 
由 此 可 知 ， 所 求 平面 的 法 向 量 为 = {3 1+4,2+ 42。，5+ 32), 而 
直线 《2 ) 的 方向 向 量 为 4= 43，2， 一 3)， 因为 所 求 平 面 与 
直线 (2 》 平 行 ， 所 以 向 量 > 必 与 向 量 4 垂直 ， 因 而 它们 的 数 
量 积 等 于 零 ， 有 即 
3t3A tt2t2+ A -3535+34) 一 0 
解 出 4=1， 把 4 的 信人 代入 上 方程 (3 ) ， 便 得 所 求 的 平 而 方程 为 
dx + By tst+ 10=0 
或 3% 3y+ de 二 56 二 必 


312 ”两 条 直线 间 的 角 


已 其 空间 的 两 条 直线 ， 它 们 的 方向 疝 量 之 间 的 严 前 叫做 两 
他 了 


条 直线 间 的 角 ， 
车 已 知 两 茶 直 线 的 标准 方程 为 
i 
1， 六 | 下: 


人 


> Ms 章 3 


则 可 求 得 这 两 条 直线 间 的 和 角 9。 因为 已 知 两 条 直线 的 方 癌 阿 量 
分 别 为 
名 1 一 { Hi HL}, #3 = {i NE, 站? ， 


根据 回 量 的 严 角 公式 ， 则 得 


记 癌 号 = -- -一 - -: _ -一 -一 一 一 一 
mm 


旭 当 要 取 锐 前 ， 失 要 取 cosy 的 绝对 值 有 确定 的 佣 ¥ 即 可 ， 
如 办 两 条 青 线 垂 直 或 平行 ， 则 它们 的 方向 刚 最 垂直 或 共 
线 ， 反之 ， 籽 成 立 。 因 此 ， 两 条 直线 垂直 或 平行 的 必要 充分 条 
件 分 别 是 
/ 十 展开 ， 上 芒 基 二 站 


或 4 人 


业 ， 站， 


例 1 求 两 条 直线 


间 的 角 ， 
解 ” 因 为 ， 第 一 条 直线 的 方向 向 量 为 4 = {1， 一 4，1), 而 


—y 

第 二 条 直线 的 方 呵 问 量 为 4a; = {2， 一 必 ， 1}, 所 以 
cosop = -- i <) 十 基于 -i. 
VI) ri a+ t(D v2 
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由 此 


例 2 试 证 下 列 商 条 直线 


3 -1 
和 
+i -一 %—1 
6 4 
重合 
证 ”因为 
-上 -二 1 
6 4 一 ?9 


扩 以 ， 两 条 直线 的 方向 向 量 共 组 ， 世 就 是 两 条 直线 平行 各 
因 ， 第 一 条 直线 上 的 点 以 ，5， 一 1) 的 坐标 满足 第 二 条 和 直线 的 
方程 ， 


扩 以 点 (1 5, -1) 也 在 第 二 条 直线 上 ， 因 而 两 条 直线 重合 。 


$135 点 到 直线 的 距离 


设 已 知 一 点 M(x%， i 号 和 和 一 占线 2; 它 的 标准 方程 党 


i 
f: 江 地 AF) 一 一 了 
我 们 米 求 点 旭 ， 到 直线 jp 的 距离 ， / 
从 已 知 点 向 已 知 直线 作 挟 级 ， 


设 垂 足 为 互 ， 寻 ,中 的 长 度 4 就 是 点 - 

MM， 到 直线 $ 的 距离 (图 67) 。 容 7 
易 看 出 ， 我 们 所 要 求 的 既 离 4 就 是 x 图 67 

以 向 量 4 = ti,w, 2 和 MM = {x — xX,, 2 一 0 为 这 所 


99 


桨 成 的 平行 四 边 形 的 高 。 
设 
”MN Xa 
因为 | 7 | 等 于 平行 扯 边 形 的 面积 ， 岂 以 


! | 
| 
d = -一 ， 


a 


一 "和 ) | 
而 rr { 克 S12 | | | 
~ I 


ty 六 办 7 i 形 


一 0 
| i | + |¥: 人 + NI 
' rp ## 7 { Hi 
-3 
| 有 = 


因此 


本 本 x 


这 就 是 计算 点 到 直线 距离 的 公式 .， 


这 个 公式 也 可 利用 线段 训 , 训 ,在 直线 则 , 可 上 的 射影 得 到 。 
例 1 求 点 对 (2，1， 力 到 直线 


你 一 2 


的 距离， 
甫 ”利用 点 到 直线 的 上 离 公式 ， 则 有 


MI 9 1 
' 1 


| 


/1 | 2 


所 以 ， 点 1 到 二 线 的 距离 为 22。 
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例 2 试 求 从 点 了 (1，1，) 到 直线 
-1i_ -18_ 2—1 
2 5 一 2 
的 距离 
解 ” 过 点 了 作 平 面 = 各 直 于 已 知 直线 ， 并 求 它们 的 诡 点 
0 。 显然， 点 了 到 点 90 的 距离 等 于 点 了 到 已 知 直 线 的 耻 离 , 
过 点 了 的 平面 x 的 方程 可 写 为 
Atx—-1y+BGy-1)+C(%s—1)=0 
隐形 式 。 


因为 ， 此 平面 乘 直 于 已 知 直线 ， 所 以 此 平面 的 法 疯 量 


= (4，B，C} 必 与 已 知 直 线 的 方向 向 量 z = {2，5，~2} 共 
线 ， 也 就 是 


因而 ， 可 取 
A=2, B=5, C= 
所 以 ,平面 xz 的 方程 为 
2x + by— 2%—5=0 
再 解 已 知 直线 与 平面 = 的 联 立 方程 组 ， 求 出 交 点 8 ， 它 的 坐标 
为 <5,3,10)。 因 此 ， 点 了 到 直线 的 距离 为 


d=| POI= wr D+ (0D) = 101 


$14 ”两 条 直线 的 公 垂 线 方 程 
设 已 知 两 条 直线 p 和 4， 它们 的 标准 方程 为 


p; 六 — _ 训 一 名 | 


L Lf 守 | 


i 


9 3 
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假定 ， 这 两 条 直线 的 方向 向 量 
a= {fis ms #y 利 4;= 
ko 和) 不 共 线 ;也 就 是 ， 
直线 和 4， 或 者 是 异 面 的 ， 
或 者 是 相交 的 . 

设 二 线 + 是 己 已 知 百 线 p 
和 8 相交 的 公 焉 线 【 图 68) ， 
我 们 可 以 把 已 知 直线 的 方 回 名 图 68 


量 的 向 量 积 a'x a, 作为 直线 > 的 方向 向 量 ， 它 的 学 标 为 
> fm a ||) 


A A 


mo gs 1 。 新， 
公 垂 线 * 可 以 看 做 x， 和 和 x， 两 个 平面 的 变 线 ， 其 中 zz 是 由 直 
线 jy 和 ?+ 满 定 的 平面 ，7; 是 由 肖 线 gq 和 ”确定 的 平面 。 现 在 ， 
我 们 导出 x， 和 和 x 两 个 平面 的 方程 。 

国 为， 平面 ,通过 直线 疡 上 的 点 Ntxri 5 并 这 与 


-> 一 一 
疝 量 z, 和 2 Xx 4 平行 ， 所 以 平面 r 的 方程 为 


| 


了 | 六 | | 克 ) i ff 帝 | | -pn 
| 


同 奸 ， 平面 关 的 方程 为 


TT 7) 


Nr 痛 | 1 | 再 | 上 | f, 六 | | 
Ws Ns, He de fi 


二 放 
1 班 : yo 
的 公 科 线 ”的 方程 。 
例 求 直 线 
12 


的 公 恒 线 方 程 ， 加 
解 ” 因 为 直线 5 和 和 4 的 方向 向 量 分 别 为 号 = 《2， 1,0} 和 4: 
= 《41，0，1), 所 以 公 \ 迁 线 的 方向 向 量 为 4 4 二 #4 x 2 2 = 人， — 2， 
-1}. 
作 平 面 z, 通 过 百 线 n 计量 平行 于 间 量 a， 则 r， 的 方程 为 
x 一 7 了 名 一 ] 


rr |! 一 2 -1|-0 
2 1 0 
或 ri xX—2y1 3%—8=0 
同 理 ， 可 得 x 的 方 税 为 
x+i1i 了 一 和 % 
Ts: i -2 -1|=0 
| 0 1 
或 ns w+y—%—1=0 


因此 ， 已 知 直 线 Pp 和 4 的 公 乘 线 方程 为 
的 
xX+# 一 多 一 1 二 0 


$15 ”两 条 异 面 直线 间 的 距离 


端点 分 别 在 吊 条 蜡 面 直线 上 的 公 重 线段 叫做 两 条 异 面 直线 
间 的 距离 ， 也 是 最 短 距离 
设 已 知 两 条 中 面 育 线 pg 和 qf， 它们 的 标准 方程 为 
pb, i i 


f， | 六 1 
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六 
Wa Ey 


从 这 两 个 方程 中 可 以 看 出 ， 这 再 条 二线 的 方向 向 量 分 别 为 
os {fp}，do= fm， 和 这 两 条 直线 上 的 已 知 点 分 
别 为 Mx 了 > 
我 们 把 测量 4. 和 <: 的 始点 附着 于 点 Mi， 并 且 用 向 量 4 
sz， 齐 间 :为 楼 作 一 个 平行 六 面体 【图 59) 。 从 图 69 可 以 看 出 ， 
两 条 已 知 直 线 间 的 最 短 距 离 等 于 平行 六 面体 含有 直线 辆 |] 4 的 
两 个 界面 间 的 虐 离 ， 它 可 作为 平行 六 闸 体 的 高 来 计算 。 圈 而 
4 he MM 
ia, A, | 


用 坐标 表示 ， 则 得 


| 9 一 人 一 人 
癣 | 六 | 
1， A 7， 
= 的 绝对 什 
! fi | | | 1 1 1 殖 | ] 
和 二 | 
汶 。 外， “nw, {, ff 


这 就 是 计算 两 条 异 面 直 线 间 的 距离 公式 ， 
这 个 公式 也 可 利用 向 量 蜡 , 刘 :; 在 真 线 pp 和 &g 的 公 垂 线 + 上 
的 射影 求 得 〈 图 70， . 
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间 的 距离. 

解 ” 已 知 直线 p 上 的 点 为 名,(3，0， 少 ,方向 向 量 为 = 
{2, 1， 3， 百 然 1 上 上 的 点 为 诗 , (一 1， 2， 由)， 方 铝 向 量 为 
da = 41, 0， 1}, 因为 


-42 -1 
2 1 01= -7 所 0 
tt 0 1 
所 以 直线 jg 和 zy 不 共 面 。 根据 异 面 直 线 上 四 离 公式 ， 风 得 
-42 -1 
2 1 0 
d: 9 
‘il 0 + 2 2 Te 
Yo 1 1 , 0 
7 ! 7 ,— 
es 


所 以 ， 两 条 直线 p 和 7 之 间 的 距离 为 三 证 


316 ”直线 与 平面 间 的 角 


设 已 知 乎 而 x 
‘xtrtByi+Cz+D=0 
和 直线 
No 天 
i 
我 们 来 求 它们 之 癌 的 胡 ， 


直线 与 它 在 平面 上 的 射影 之 间 的 锐角 叫做 直线 与 平面 间 的 


i05 


角 (图 71) 。 为 了 求 得 这 个 
角 ， 我 们 来 考 胜 一 下 ， 它 -与 
平面 的 法 向 量 “= (4, B,C} 
和 直线 的 方向 向 量 z= {i, 区 ， 
*} 之 间 角 的 关系 。 设 直线 与 
平面 的 角 为 9， 直 线 的 方向 
问 基 与 平面 的 法 巾 量 之 间 的 图 ?1 

第 为 y。 从 图 71 中 可 以 尹 击 ;8 和 之 间 有 如 下 关系 ， 


和 


因此 


sin8 = + sin (9) 二 二 COswp 


为 了 取 2 为 非 负 的 铅 和 区 ， 则 

sind = | Cosip |。 
根据 阿 量 顽 基 的 余 兹 公式 ， 则 得 
Ai+Bwm+Cos| 
V TTT /RIMm tn 


Stn - 


“如果 直线 p 与 平面 > 平行 ， 则 向 量 * 和 4 委 直 ， 因 而 
a= 人 0, 或 
Al+Bm+t+C#=0 (Ce) 


反之 ， 如 果 具 备 条 件 (*)， 则 直线 平行 于 已 知 平面 ， 
如 果 直 线 6 悉 育 于 平面 x， 则 向 量 s 和 4 基线 ， 辐 而 


人 A BB © 
ei (* *) 
条 件 (* * ) 也 是 真 线 与 平面 三 直 的 充分 条 件 。 
例 1 求 直线 
-234 
1 1 2 
与 平面 


3% —yTSE—6=0 


之 间 的 角 ， 
_, 解 ”因为 直线 的 方向 向 量 为 4- {1，1，2}, 平面 的 法 向 量 
为 # = {42， 一 ]，1}, 因而 


-yy 
2x1I+t+t{(~1)xI+1ix2| .十 


一 


| 


1 一 |# | 一 -一 二 一 - -一 一 
人 

所 以 ， 直 线 与 平面 间 的 角 9= 二 
例 2 求 通过 点 刘 (I，、-2，d4)》 及 与 平面 2x 一 :+x 一 4 


=0 和 土生 的 直线 方程 。 
解 说 遇 过 氮 几 (1，- 3， 二 的 直线 方程 为 


一 工 y+2_%—4 


i Mm 上 
上 
2 -3 1 


可 取 =2， 坟 = 一 3，#~1, 民 入 上 式 ， 即 得 所 求 直 线 方程 


-1 +t2_%~4 
ny 一 闻 1 


tr 


$317 直线 与 平面 的 交点 


若 已 敌 直 钱 的 方程 为 
x wtit 
F=f 
吕 二 名 十 将 


平面 的 方程 为 
Axw trtBy+Cs+D=0 (2) 


我 们 来 求 直 线 与 平面 的 交点 ， 
因为 直线 与 平面 的 交点 举 标 必 同 时 满足 直线 和 平面 的 方 


Or 


程 ， 所 以 我 们 把 方程 (1) 的 x，7,， 名 值 代入 方程 (2 }， 
划 得 
Axot By t+ Cz 4 DititAlr 《3 
(3 ) 起 可 能 出 现下 种 情况 ， 
1” -+ 了 +Cz0。 部 直线 与 平面 不 平行 。 这 时 ， 
Ax,+ By + CthD 


一 人 一 -一 一 


本 Bamt{w 


把 求 得 的 上 值 代 入 方程 (1 ) ， 就 得 到 直线 与 平面 的 唯一 交 

3° Af+ Bm+t+Cxn=0, Ax,+ By +C% +DA0， 在 这 
种 情况 下 ,方程 (3 〉 投 有 解 。 也 就 是 ， 直线 (1〉 和 种 平面 
(2 ) 没有 交点 ， 直 线 平行 于 平面 。 反 之 ， 如 果 直 线 (1) 平 
行 于 平 商 《2 ) ， 世 名 是 直线 与 平面 没有 交点 。， 则 

Ai+ Bm+ Can=0, WH/Ax, + By tir + DO, 

3° A/l+Bm+Cyg--0 和 x,+ By,+ Cz,t+ D=0。 在 这 种 
情况 下 ，+ 的 任意 值 都 是 方程 (3 } 的 解 ， 因 面 直线 (1， 的 
任意 点 都 在 平面 (2 ) 上 ， 也 就 是 直线 在 平 而 上 。 反 之 ， 如 果 
直线 (1) 在 平面 (2 ) 上 ， 则 Ax,+ By+C%+D=0 和 4; 
+ Bmt C= 人 0, ,这 是 因为 耳 线 《 ‘1 2 的 所 有 点 都 在 平面 (2) 
上 ， 而 且 向 量 x = {4， B, Cy 和 zx- WwW，#} 互相 垂直 ， 

例 1 求 直 线 


x+2 _ 一 2 名 十 1 
i 
与 平面 
AX 2X 十 3 十 3% 一 各 二 放 
的 交友 。 
解 ” 把 直线 $ 的 方程 化 为 参数 方 征 


X= + y=2—£, SS=—1+2t 《站 
把 C*) 中 的 x，y，% 值 代 入 平面 方程 ， 得 
oc—2+31) +93(2-0) +4-1+20) -383=0 


1 


解 之 ， 得 1 = 1 把 t= 1 代入 (+ 中 ， 得 x 二 1，7= 1， 多 二 上， 
所 以 ， 站 线 与 平面 x 的 交点 为 (1, 1, 1)，、 
例 2 试 说明 直线 疡 


3 2 一 
与 平面 7 
2 THY+ -11= 人 0 
的 位 置 关系 ， 
解 ” 因 为 


A mi+Cno=2 tS5x3+4x Cc—-)=0 
Ax + By + Cx t+D=2x2+5(-1)+4x3—-11=0 
所 以 ， 直 线 在 平面 x” 上 . 

例 3 求 点 P(3,2，17}) 在 平面 3x + 和 十 192% 一 62=0 上 的 
惟 是 ， 

解 设 竹中 为 Pi(xi，)，s) ,于 是 ，PP 年 直 于 已 知 平 
面 ， 俐 已 知 平面 的 法 商量 为 *= {3，4，12}) 因 此 ， 向 量 PoP 与 
# 基线 ， 邵 

xj-3= 引 和 2 和 =13; 
或 Xo= + 9, Foo=2+4d, Su= 17+ 12 (Ce) 
因为 点 Pu，%，0) 在 已 知 平 面 上 ， 所 以 
3(3+36 + 4t2 + 4t) + 12(t17 +121) -52=0 
解 之 ， 得 1= -1 ， 慌 入 (xx 中， 各 x,=0, = 一 2。%=5。 所 
以 ， 扩 了 在 已 知 平 面 上 的 垂 足 为 (0, - 3, 5) 。 


318 ”两 条 直线 共 面 的 条 忻 
设 已 知 两 条 直线 的 方程 为 


x =x tt 和 一 十 二 
| (1) 和 于 = y+ 《2 


二 叶 二 
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如 果 这 两 条 直线 在 隔 
一 十 面 上 上 (图 72), 则 它们 的 
方向 向 量 41= 《ssw 而) 
ds = {4 二 有 n,} 以 太 问 量 
MM, = {Xp Xs PaO— Ys 
%: 一 3 其 面 ; 因而 它们 的 图 ?2 
混合 积 等 于 零 ， 也 束 是 


Te 


i， 了 琅 ， 丰 
yy 一 > 一 一 
反之 ， 如 果 条 件 《3 ) 成立 ， 则 向 量 2 4 M, 六 ， 共 面 ， 
在 这 种 条 件 下 ， 过 点 前 ,，AM, 具有 方向 疝 量 4 和 的 两 条 直线 


(1) 和 (2 ) 全 部 位 于 过 两 点 好 ，M， 且 平行 于 向 量 上 ， 克 
的 平面 内 . 
这 样 ， 条 件 (3 ) 不 仅 是 两 条 直线 在 同一 平面 上 的 必要 条 
件 而 且 还 是 充分 条 件 ， 因 面 ， 如 果 不 县 备 《3 ) 的 条 件 ， 则 直 
线 ( 1) 和 (2 ) 不 在 局 一 平面 内 , 也 就 是 ,它们 是 异 面 直线 ， 
容易 证 明 ， 两 条 直线 (1 ) 和 ( 2 ) 相交 的 必要 充分 条 件 
是 ， 条 件 13 1) 成立 而 且 两 条 直线 的 方向 向 量 和 4 不 共 钱 ， 
例 1 求 两 条 直线 p， 和 p, 的 交点 


i 
pe -了 = 2- 
2 一 1 少 


解 验证 jp 和 pp 是否 相 交 ， 


已 知 名 的 方向 向 晤 为 41= {2， ~5，3), ps 的 方向 向 量 为 
da:= (4, 1, 2), MM =41—3,-2-2,6—1}={-2,— 4,65}, 
因为 
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-9 -4 5 
2 -5 3 |1-0 
| 一 4 1 2 


所 以 ， 直 线 Pp 和 加 共 面 ， 又 因 一 于 也 不 万 比例 ， 


-> 一 
即 a,、 4; 不 共 线 ， 所 以 p， 和 Pp 相交 。 
求 p， 和 和 了; 的 奖 后 ， 
把 Pp， 和 pp 的 方程 写 契 参数 形式 
Pl wot, y=2- 3, %=1+3!, 
pe 二 2 
设 Pp 和 p, 的 交感 为 音 (xor9o Ds 则 xs，20，% 必 同 时 满 
中 p，p; 的 方程 。 所 以 


3+2t--1— 4i! 1Y 
Ft.- D+t (2) 
1+3:=6+ 2 (3) 


为 解 出 1 把 (1)+4x(2) 消 走 t' 得 11 一 181= ~7, 所 以 ， 
t=]1。 代 入 pp 的 方程 得 wo=5， 2%6= -3， 2%= 4。 因此， 
Pt 和 和 ps 的 交点 为 六 ,(5， 一 3， 滑 ， 

例 2 -直线 通过 点 (1,1,1) 且 和 两 条 直线 
-和 -了 一 和 - 儿 一 1 


一 一 
一 一 一 | 


5 3 2 1 4 
相交 ， 求 直线 方程 ， 
解 通过 点 《1,1,1) 的 所 求 方程 说 为 
关 一 荆 _7~-1._%—1 


一 一 一 一 一 一 一 
一 一 -一 


这 条 直线 与 第 一 条 已 知 直 组 在 同一 平面 上 的 条 件 是 
1 1 1 
7 六 |= 收 
1 2 3 
展开 ， 得 i— 2m1#=0 (C1) 
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所 求 直线 与 第 二 条 已 知 直线 在 同一 平面 上 的 条 件 是 


| —1 一 革 
i 下 |=0 
2 1 4 
展开 , 得。 +3 一 :10 《2 ) 


大 C13 和 (2)， 得 到 [人 加:#= 作 :1:2 
因此 ， 得 到 通过 点 (1, 1，1， 且 和 第 一 条 直线 共 面 ， 而 且 了 世 和 
第 一 条 直线 共 面 的 直线 方程 为 
-1 _?-1_%-] 
0 1 3 
不 难 证 明 ， 这 条 直线 与 两 条 已 知 直线 都 相 充 。， 


实际 上 ， 这 条 直线 的 方向 向 量 = (0，1，2} 和 两 条 已 知 直 线 
的 方 问 向 量 a, = {1， 2, 3}, #2 = {2,， 1，4}, 前 不 共 线 ， 


习 串 


1 .检验 平 曾 3x 一 5y+22 一 17=0 是 否 通 过 下 烈 各 点 ，A(4， 1,2)， 
Bl2, 1, 3 Ctr 1, 2 Ded, 0, 4), EO, -~ 4, 2). 
2， 指 出 下 列 平 面 的 特点 ， 
CIY x+y= 0 C2) 3%+27+B = 有 0; 
C9 (和 一 了 二 站 【十 十 2 一 站 
3. 斌 求 下 列 平面 方程 的 法 府 量 坐标 ， 
C1} x~2y+a ~ 12=0; ‘2) SxT+8Yy— 12= 0 
(3) 5%=Yy+a 二 
4， 试 求 过 把 (3,0, -5 日 平行 于 平 商 2+-8y+2-2=0 的 平面 方 


5. 试 求 通过 Ox 轴 且 甜 谣 于 平面 5x+y -2z+3= 人 9 的 平面 方程 ， 


6， 试 求 经 过 点 由 1，23， 一 十 和 BC~5，2, 7) 且 平行 子 向 量 4 - 
{0，1，2} 的 平面 方程 . 

7. 试 求 经 过 三 5 C2， 1， 1》，B(2，1，3)，C(1，1， 一 攻 的 
平面 方程 ， 
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8， 试 承 经 证 贞 PL3, 一 1，3) 县 与 洗 尝 标 轴 鹤 距 相等 的 平面 方程 ， 


9. 试 证 : 平 疝 + 一- 二 工 被 一 个 华 标 画廊 截 得 的 三 角 


LE 


_， 1 
全 


]0.-- 平 面 重 间 上 已 类 平面 2x-2y+ dz-5= 放 且 在 0x 轴 积 Oy 轴 
上 的 城中 为 a= ~2. = -， 试 求 此 半 面 方程 

11. 一 平面 与 备 华 标 轴 玲 中 之 和 为 4， 且 汪 平 面 2%+3y+22+ 2 一 0 
平行 ， 试 水 此 于 苘 方程 ， 

12，--: 平 而 平行 于 已 知 平 硬 2%+Y+22+5=0, 且 与 三 坐标 面 构成 的 
四 面体 体积 等 3. 1 ， 试 求 此 平 而 方程 ， 


13， 淹 断 下 剂 方程 中 ， 哪 些 是 法 线 式 方程 。 
才 


CITY -J + Ss $= 0 C2) SX-y+t 2 Os 
(C3) - 3 5 3 十 二 5+ 工 = 0; (4) 字 %+ 卫 一 字 2 =0; 
{HY -2=0; CBY -y= 0, 
1 已 则 坐标 原 成 书 烛 于 而 元 的 王 足 爸 怀 为 Pt3，4， 一 丰 ， 试 求 此 
平面 齐 程 。 
15， 设 一 平面 在 有 公共 上 坐标 帮 点 和 相同 测度 单位 的 了 丙 个 不 同 坐标 系 
0x3y325O3 2 中 的 瞧 距 为 4 Be 各 二，P 6, 试 让 : 并 一 
1 1 1 
人 b': 2 


16. 试 计 鼻 下 列 各 题 中 的 点 到 平面 区 的 离 差 6 与 距离 8， 
ClY MO-2 一 4，33 TT y+ 5+ 3= 0 
C2 Mn, -1, -1), mT, 16x-12y+152—4=0, 
C2) fi， 2, -37, TB 一 y+ 2 二 = 0 
CY AfCO. 0, 0), ni, A 3y-1=0, 
17. 试 在 Us 轴 上 求 一 点 上 使 得 它 到 点 好 (tt，- 2 过 的 距离 等 
于 到 平面 3x- 29+62-9=0 的 上 距离 ， 
试 求 二 平行 平面 2x-37y+62-8=0 和 2x-3y+65+4=0 的 等 
距 面 方程 。 
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19， 试 求 二 衬 时 区 -379+38z-5=0， 3z-29 一 243=0 的 扣 下 分 面 


20. 试 判定 点 村 CC -3， 一 2， 洋 在 两 个 平 而 环 1 :55 一 十 2 十 3 = 人 与 
TR 4t-3y+232+5- 人 所 构成 的 锐角 内 ， 撑 是 在 纯 葡 卜 ， 
21。 试 在 ty 笛 上 求 与 一 平面 下 | ， 8 二 39 二 B8 一 站 = 站 和 人 一 
2y+ 25+9= 作 等 中 的 所 了 
23. 试 求 当 坐标 原点 的 拒 离 为 6 ， 具 在 -三 个 人 堂 标 轴 革 此 规 虐 为 呈 :2 
:1:3:2 的 平面 方程 
23, 已 知 平面 通过 Ox 铀 ， 且 点 村 (5，4，3) 到 它 章 距离 49=4， 试 
求 此 平面 方程 。 
341， 试 求 与 平面 6r+3y+2s+12=0 半 行 ， 旦 到 坐标 原点 的 吃 离 为 
1 的 平面 方程 ， 
25. 试 求 点 三 (1，1，1 美 于 平面 x+27y -2 有 = 站 的 对 称 点 。 
26， 试 求 满足 下 烈 条 件 的 呈 证 ，T。 
CI) 二 平面 2x fy+323 一 5= 昌 与 mx-8y-6z5+2= 习 平行 
C2) 二 平面 7r-27y-s=0 与 丈 +y-33-1=0 和 二 直 ; 


£3) 二 平面 47 一 3y55 一 入 = 站 与 立 十 3 一 2 一 4=0 模 交 成 三 角 ， 


27， 试 求 通过 0x 轴 ， 卫 与 0xy 华 标 曾 构 成 写 角 的 平面 方程 ， 


28， 试 求 通过 坐标 蛛 成 ， 且 于 直 于 二 平面 区 +2y+3z-13=0 与 
3X+3-3-1=0 的 平面 方程. 
29， 试 求 过 点 -0， 1， 中,B(0，0，1)， 匡 与 平面 y-z 一 2= 避 构 
成 子 工 角 的 平面 方程 
30. 试 求 上 列 首 组 平面 的 亮点 ， 
(ly 5%+8yY -2-7=0 C2 才 一 4 一 2 二 = 身 
T+2y+392—-1i=0 3 十 让 十 这 一 后 = 站 
2 光一 了 十 2 一 和 = 必 )， 3 一 1]2y 一 635 二 = 站 1， 
C3 er 


Bx + 2y— 132+23=0 
3 一 有 十 二话 


3L， 验 证 下 殉 回 平面 共 点 ， 
Ts BXt2ay~ 2 -1250 NR, 2Y 一 ?YY1335+22= 人， 
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Ty 将 一 +10z+12= 让 ， 3 23 

32 试 证 ， 二 个 平面 的 法 向 量 j ,xzay%s 线性 相关 前 必要 充分 条 件 是 
这 三 个 半 面 或 者 没有 交点 ， 或 青 变 点 不 是 唯一 的 。 

33. 试 求人 经 过 三 个 平面 TT 2y+87+9=0, X45 一 13= 人 0 和 2%+Yy 
+53?+1=0 的 交点 ， 且 屋 直 于 向 量 4=11，3，1} 的 平面 方程 。 

34. 已 知 一 平面 通过 点 但, 一 5,1》 和 和 二 平面 x+6y -3z+3=0 及 
2 Fy 一 + = 介 的 焉 线 ， 坛 求 此 平面 方程 ， 

35. 试 证 三 学 面 XT: 3x 一 y+ 1=0, x,, x +2y + s+2=D 和 
3X+ y+2+3= 人 外 属 十 同一 平面 束 。 并 求 此 而 束 中 过 点 Pt1，0，1) 的 
平面 方 枉 ， 

36- 试 在 平面 束 (+3y 一 5) + 六 (一 一 2 十 4)= 0 中 ， 求 与 Ox 轴 和 
oO7 四 鹤 距 相等 的 平面 方程 . 

37， 试 求 属 于 平面 东 42-y+28z+6+RK6x+5V+35+97=0 的 坐标 
平面 . 

38， 试 在 平面 束 * 二 yy 一 ?二 1+ER(x- 2y+2= 人 0 中 ， 求 重 直 于 瞪 举 
标 面 的 平面 方程 。 

39。 在 面 把 Y-y+z-1+ACY+3Y 一 32+67+PK2x 一 37+5--T = 
中 ， 试 求 过 点 A00， 一 14， 习 和 BC-1]，0， 轨 的 平面 方程 ， 

40。， 在 面 把 区 一 +2 一 1 + 让 4 一 2 一 允 二 (5Y 十 二 gz- 一 73=0 中 ， 
求 孕 行 于 各 誉 宗 面 的 平面 方程 。 并 求 其 面 把 中 心 ， 


41. 试 求 过 点 M(L1， 一 1， 一 3)7， 匡 平 行 于 向 量 9= {2， 一 3，。41+ 的 
直线 方程 ， 
42， 试 求 经 过 坐标 原点 ， 且 到 三 个 坐标 面 旋 离 相 等 的 直线 方程 。 


43。 试 求 平行 于 直线 x = 二 ，y+ fs 0， 且 通过 点 (1,2, - 1) 的 


直线 方程 . 
44， 试 求 通过 点 (1 2 的 且 平 行 于 二 平面 3x* 一 +x= 0 和 ww-z= 洛 
的 直线 方程， 
45. 运 求 点 对 43，1，- 1 在 平面 *+2y+ 3z 一 30=0 上 的 投影 ， 
4 。 试 在 平面 *+2y 一 832 一 = 侣 上; 求 与 Dx 轴 ，OYy 轴 相 交 的 直线 
方程 。 
47。 试 求 通 过 点 A4t3， 一 1，2)，Bt2，1i，1]1) 的 直线 的 参数 方 在 
48. 已 知 直 线 方程 ， x= 325 37=1 3= 中 -1 车 点 了 (2，1，c) 在 
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霄 组 上 ， 试 求 Fs 
49。 试 求 通过 点 ML1，2，-1》， 且 垂直 于 二 直线 


总 一 让 T= ?+ 3 
y= 1+ 2t 中 1 + 的 直线 参数 方程 . 
二 4 


3=2tot 


50， 将 下 列 直 线 方程 化 为 标准 式 
C1) Ij2x% -3y+s-5=0 (C2) Jx-3y+5=0 


ilar+y— 22—1= 0 1y oz+8= 0; 
(3) i Y= 4 | *+2y=0 
| 3x- s+12=0: 1y -3s+3=0. 


. 试 求 D 为 何 什 时 ， 直 线 于 + 39y 0 与 0x 轴 ，0y 输 及 
3x - 323 十 35 一 占 三 身 


Os 轴 相 屎 ， 


52. 试 求 直线 /3 72》 45 在 宇 个 坐标 面 上 射影 的 方程. 
86xT— yy 275 二 = 改 


ET 


. 拭 求 通过 点 MIC-1， 一 2，3?， 甩 与 二 直线 二 2 = 一 = 三 


和 之 = =“ 二 平行 的 平面 方程， 


55， 试 求 通过 直线 (2 3 = 有 短 让 于 平面 x+dy+35+1= 必 
y+ zz 上 +1= 站 0 
的 平面 方程 。 


56、_ 一 平面 通过 过 点 财 (1. ~- 1，0) 与 直线 人 < “3 相交 的 和 
Loz yy 一 3= 必 


线 及 举 标 原点 ， 试 求 此 平面 方程 ， 
57， 试 求 二 直线 1” 3 “1 与 |?” 他 -的 公 重 线 方程 
‘y= 2 一 访 2 一 了 YY 十 二 


一 全 1 用 7 于 一 ,5 bE 
88。 一 平面 通过 二 直线 加 5 和 9， 丁 = 


59， 试 求 过 点 M Cl1，1L，w 3)， 和 03 铀 成 三 角 ， 且 与 直线 “= 


一 = 字 相 交 的 直线 方程 . 


B60， 通过 坐标 不 点 的 一 条 站 级 与 0+ 轴 和 Ps 轴 构 成 等 前 ， 旦 污 直 线 


{x = “ 交 威 于 用， 这 求 此 直线 疗程 。 
+3y— 2+3- -0 


61， 试 求 点 (1，1，- 6 基于 直线 ”430 的 对 称 虚 
iyrty-— 37 二 必 
Af 的 举 标 . 
683， 试 求 点 了 Tt2，3，、， 一 1 到 下 列 直 线 的 好 次 . 
Cl 本 
| 2x—2Yy+:+3=0 
3 荆 一 3Yh2z 二 17= 丫 ， 


‘2) 


63 试 在 店 线 于 = "一 = 上， 求 与 点 PC3，2，69 距离 最 小 的 


1 2 
FNM, 
64， 试 在 Oz 加 上 求 点 P, 使得 点 PP 到 直线 一 = ?> = 瑟 - 的 中 
i 
。 试 求 下 列 ;. 宜 线 间 的 距离 ， 
TH YY + gg +25 _ 271 
‘pi Ti 1 -2 
(9 )p, 人 十 人 二 gq. | 二 一 3 十 吕 二 从 


T+ 一 f= l (gy+as+1=0. 


， 试 求 二 平行 直线 二 的 中 高 ， 


6r， 一 直线 通过 点 到 1，2，29， 左 平行 于 平面 由 +T4 -+T1= 人 0 
也 玻 它 到 Ox 轴 的 距离 等 于 2 ， 试 求 此 站 组 方程 。 


68， 试 求 道 过 直线 加 了 -二 人 -二 卫 平 行 于 直线 9 2 
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69。， 证 平面 TT，r+Yy+2+1=0 上， 求 通 过 直线 所 入 二 
下 十 了 二 用 


导 平 面 < 的 交点 好 ， 已 竹 直 于 直线 了 的 直线 方程， 
70. 试 求 直线 了 :一半 = 和 一 关于 Oxy 仅 标 面 的 对 称 直线 ， 并 求 此 二 


人 
， 试 求 庆 过 点 让 -12,4)， 下行 于 平面 TX， 外 -dy 上 + 一 10=0， 所 


mit = 相交 的 直线 方程 . 


2 坛 求 通过 一 平行 直线 二 一 = 区 与 于 = = 于 


面 方 释 ， 


3。 试 求 过 点 ! -3 5 097 上 屿 与 二 直线 中 3 + 和 1 dG 一 相 
二 2xX—-3 f= Er+ 10 
变 的 直线 方程 ， 
74， 在 平面 z+y+z- 0 上 ， 求 与 二 直线 1 "> 59 


民有 十 3 十 开明 


和 有 12 ,相交 的 直线 方程 . 


二 十 9 一 3 二 二 = 


本 "让 + [YY -1_y-1.2-1 
75， 试 求 一 相交 直线 1， “== 于 与 14 =) = 一! 的 
前 平分 线 方 程 . 
76。 试 求 平 行 于 直线 pL: 也 = 洁具 与 直线 p， 人 和 
z= dy 十 33 


ps: | “< 相交 的 直线 方程。 
2 二 Sy+1 


11. 


第 四 音 二 次 曲面 


二 次 曲面 是 空间 解析 几何 的 主要 内 容 。 它 在 生活 和 生产 实 
贱 中 ， 在 数学 物理 和 工程 技术 中 都 有 广泛 的 应 用 。 因 此 ， 我 们 
研究 它们 的 方程 、 形 状 和 性 质 是 非常 必要 的 。 在 二 次 曲 商 的 讨 
论 中 ， 常 常 涉及 这 样 两 个 基本 问题 。1? 已 知 作为 轨迹 的 曲面 
时 ， 求 出 这 个 曲面 的 方程 ，2” 已 知 曲面 的 方程 时 , 来 研究 这 个 
方程 所 确定 的 盟 面 形状 ， 


Si 曲面 方程 
我 们 考虑 形 如 
zs =f (x,y) (1) 
的 方程 。 
奶 设 “xi 3 = 力 ， 则 可 计算 出 过 的 值 
T=. 


这 时 ， 数 xz 是 方程 .1) 的 解 ， 

能 使 : = /zx,?) 得 到 实数 值 的 所 有 数 对 x,y 的 集合 ， 
们 训 敌 已 向 方 程 中 变量 的 存在 域 ， 关 用 DD 来 表示 它 ， 

我 们 在 直角 上 坐标 系 中 ， 米 考查 平面 0xy 上 DD 内 的 所 有 点 
N (x,7,0) .在 这 样 的 每 一 点 上 引 平面 0xy 的 垂 线 ， 并 截取 缚 
段 N 访 ， 使 它 等 于 由 方程 《1 ) 计 算出 的 对 应 值 x. 所 有 点 M(x， 
Je, 力 ) 的 集合 构成 一 个 曲面 (图 7?3) 。 划 面 上 所 有 点 的 从 
标 满 足 方 程 〈1) ， 方 程 〈1L) 就 是 曲面 方程 。 

这 样 ， 我 们 就 可 给 出 如 下 定义 ， 

坐标 满足 方程 
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Pi{x,y, %)=0 (2) 
的 空间 所 有 点 的 集合 叫 栈 曲 
~ 曾 ， 上 方程 (2) 思 币 曲面 方 


A :7 程 。 显 然 ， 方 程 (1) 是 方 
-1 程 (2) 的 特殊 情形 。 在 这 个 
| 中 |。 定义 中 ,包含 两 居间 思 ,1” 由 
~ ) 面 上 每 点 的 坐标 满足 方程 ; 
一 | 一 2 坐标 满足 方程 的 点 在 曲面 
上 。 因 此 曲面 就 是 方程 所 代 
图 73 表 昌 几何 图 形 ， 方 程 就 是 曲面 
的 代数 表示 ， 油 面 上 的 斤 林 性质 ， 对 应 于 方 酸 的 代数 性 质 : 方 
柱 的 代数 性 质 ， 对 应 于 曲面 的 几何 性 质 ， 这 样 ， 通 过 对 于 方程 
性 质 的 研究 ， 就 可 以 得 到 曲面 的 性 质 ， 
可 能 和 到 坐标 满足 方程 {3 ) 的 点 仅 是 有 限 个 ， 这 时 ， 山 
面 了 世 就 由 有 限 个 点 组 成。 例如 ， 方 程 
二 二 作 
显然 、 愉 被 数组 (0 . 0, 03 所 满足 ， 也 就 是 说 ， 这 个 方程 所 霄 
示 的 曲面 变 成 一 个 点 ， 即 华 标 原点 ， 
还 可 能 有 这 样 的 特殊 情形 ， 空 间 没有 任何 实 点 使 得 沁 的 坐 
标 能 够 满足 已 知 方程 。 例 如 ， 方程 
十 和 二 多 十 1] 二 人 0 
不 被 任 柯 实 的 三 数组 所 满足 ， 也 就 是 说 ， 方 程 所 表示 的 曲面 不 
舍 任 何 实 点 ， 这 种 临 面 ， 我 们 叫做 零 曲 库 。 但 在 这 种 情 搞 下 ， 
有 的 点 如 点 亲民 i, 站 满足 方程 ， 但 它 不 再 是 实 点 ， 因 此 也 可 
以 让 为， 存在 满足 已 知 方程 的 三 数组 (x, yz)， 其 中 至少 有 一 
个 是 复数 ， 这 样 的 三 数组 叫做 “上 知 点 ”， 面 数 *,y,* 是 它 的 
“ 举 标 ”， 并 且 也 记 作 MX, y, %). 
满足 已 知 方 程 的 所 有 虑 点 的 集合 叫 向 虚 曲 面 ， 
如 有 果 已 知 方 程 具有 两 个 变量 ， 有 一 个 变量 不 出 现 ， 例 如 ， 
方程 
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Fix,y -0 (3) 

亲 把 方程 (0) 过 做 Oxy 于 十 的 方程 ， 人 忆 表 示 -' 杀 曲线 ， 
如 采 把 它 看 做 衬 问 的 方程 ， 它 表示 -一 个 曲面 。 现 症 ， 我 们 来 考 
查 一 下 ,方程 (3) 所 表示 的 
是 侍 各 样 的 曲面 ,不 礁 和 否 出 , 背 
天 后 00 的 党 标 满足 方程 
《3) 则 和 任 一 点 衣 (%,7,*) 的 
学 标志 满足 方程 (3) ,点 
Mx 2%) 在 过 点 访 且 平行 于 
Dz 轴 的 直线 上 ( 疼 74} 。 因 
上 此， 方程 (3) 在 空间 是 一 条 

[7d 避让 线 的 轨迹 方程 ， 该 直线 平 
行 于 0% 轴 人 而 县 通过 Oxy 平面 上 方程 《3) 所 确定 的 曲线 ， 
这 样 的 同 面 ， 我 们 叫 慌 柱 面 。 己 条 上 烧 线 C(x,y) =0 电 拔 准 线 ， 
动 直 线 叫 向 直 母 线 。 同 理 可 知 ， 方 程 (ys =0 和 Fix, 2) 
=0 分 别 表 示 直 母线 平行 于 0x 轴 和 Oy 轴 的 柱 面 . 

在 可 和 角 上 坐标 系 中 ， 册 面 方 程 可 分 为 代数 方程 和 超越 方程 
如 果 方 程 了 (x.y, %} =0 左 边 是 多 项 式 ， 也 就 是 关于 ”, 7, zx 的 
有 有 理 整 函数 ， 刀 所 癣 定 的 曲面 叫做 代数 曲面 。 所 有 非 代 数 曲 削 
册 做 超越 曲面 。 例 如， 方程 
Ax+Byt+CztD=0 


和 

人 十 
所 确定 的 曲 曾 都 是 代数 曲面 ， 对 于 代数 曲面 ， 还 可 按照 方程 的 
次 数 来 区 分 ， 我 们 把 代数 方程 的 次 数 叫 做 它 所 确定 的 曲面 的 六 
激 ， 例 如 于 次 代数 方 性 所得 定 的 吊 面 叫 俩 # 次 代数 曲面 。 在 
第 三 草 中 ， 我 们 讨论 过 ， 每 个 二 元 一 次 方程 确定 一 个 平面 ， 岗 
此 ， 我 们 也 把 平面 叫做 一 次 曲面 ， 也 就 是 说 ， 平 面 可 以 看 做 曲 
面 的 特例 . 

在 空间 解析 几何 里 ,除了 经 常 使 用 直角 坐标 方程 F (x,y, 她 


al 


= 表示 曲面 人 外， 在 某 些 傅 吕 语 ， 有 时 也 使 用 所 谓 参 数 方 程 。 
在 给 定 的 空间 直角 坐标 系 Oxyz 中 ， 把 举 标 x,y, x § 表 成 两 
个 变数 # 和 ”的 函数 的 表达 式 
X= 
= yD) 
名 二 鸭 《 相 。) 


忆 做 曲面 的 参数 方程 。 
例如 ， 在 第 一 章 的 空间 航 华 栋 系 中 , 我 们 已 知 空 间 不 在 0z 
办 上 的 任意 一 点 型 ， 它 的 位 置 可 用 极 坐标 (7 8,9) 来 确定 。 如 
采 我 们 给 定 半 径 为 某 一 常数 7， 那 来 就 得 到 一 个 确定 的 球面 
《如 图 75， 需 注意 这 里 吧 的 标 法 赂 有 不 周 ;》 。 而 这 个 球面 的 参 
数 方 程 很 容易 得 到 为 


各 二 TCDSCOSO 


y=7singcose 


so—= Fin 
其 中 由 9 为 套数。8 相当 于 地 球 的 
经 度 ，y 相当 于 地 球 的 纬度 。 用 
.9 能 够 正定 球面 上 点 的 人 芷 置 ， 欧 
而 地 球 上 点 的 位 置 可 用 经、 纬度 两 
个 数 米 确定 。 

例 7 已 知 动 态 刘 与 点 4 
(0,0,4)，83(0,0, -3) 的 距离 平方 差 等 于 7 ， 试 求 这 个 点 的 示 
迹 方 程 . 

解 ” 设 训 是 轨迹 上 的 任意 扣 ， 它 的 直角 举 标 为 x,7,z. 由 已 


知 条 件 ， 则 有 
IAMI'_|BMI|=7 
而 [IAM| = Vwit yr (so— a)? 


| 


代入 上 式 ， 则 得 
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名 三 0 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 ， 实 际 上 ，、 它 是 -- 次 茹 面 ， 也 就 是 于 


例 2 已 知 球 面 的 忠心 为 点 
O'(ta, 5,5)。 而且 半径 等 于 R, 求 它 
的 方程 。 

解 ” 用 (x,y, zx) 表示 球面 上 任 
意 - :点 间 的 坐标 (图 76) ， 从 球面 
定 习 得 咎 ， 点 六 到 中 心 0' 的 距离 

由 26 等 于 半 入 及 ， 也 就 是 
IO'M| =R 
知 用 点 的 坐 竹 表示 ， 则 得 
wx 人 {tie): =R 


平方 等 式 两 边 ， 消 去 根 导 ， 便 得 球面 方程 为 
(Xa 十 人 区 


或 人 
寿 球 面 中 心计 坐标 原点 ， 即 4a= =c=0, 则 球面 方程 变 为 
x Fy+ = R’ 
中 球面 厅 三 ， 不 难看 出 它 的 特征 ， 方 程 中 二 深 项 上 只 有 平方 
项 x .和 条 及 系数 相等 ， 但 不 傅 有 乘积 〈 交 叉 ) 项 xy,y% 和 
二 


例 5 已 类 平面 过 点 前 (xs jx ， 且 平行 于 不 共 线 


的 向 量 4 = {hs Hs Hi}, 2 {i ss #2 《图 77) 试 求 该 平面 的 参数 
方程 
解 人 为 
下 面 上 的 任意 ~ “点 ， Ey 一 
{XS 和 7,= = Xo, yo Tod 
是 点 型 和 典 。 的 径 问 量 ， 则 
向 量 了 7 #4， 书 共 面 . 
12+ 


由 三 个 向 量 共 面 的 条 件 可 知 ， 了 + 一 允 必 为 了 和 访 的 线性 组 合 ， 
即 


~ 一 一 -> 
rr Ha +e 


若 用 举 标 的 形式 表示 出 玉 ， 则 得 
x = | 


7 二 和 nm 二 | 十 ,| 


名 二 六 十 大 天 | 二 如下， 


这 三 是 所 求 平面 的 参数 方程 ， 其 中 #,v 是 参数 ， 


82 曲线 方程 


空间 任何 曲线 都 可 以 看 做 同时 属于 两 个 曲面 的 点 的 轨迹 ， 
即 两 个 曲面 的 交 线 . 
设 中 xys) =0 和 Ftx,y,%) =0 是 两 个 已 知 曲 面 方程 ， 
坐标 满足 方程 组 
D(x,y,%) =0| 
(1) 
Frx,y,%) =0 | 
的 点 的 轨迹 是 一 菜 空 间 曲 线 。 方 程 C1) 叫做 曲线 方程 
若 已 纵 上 曲线 方程 (1) ， 风 可 组 成 如 下 形状 的 方程 
PD x, yy, + gh {x,y 2) =0 (2) 
这 里 ， pp 和 4 是 不 同时 为 零 的 实数 。 方程 《2 ) 是 个 曲面 方 
程 ， 因 为 ， 曲 线 (1) 上 点 的 坐标 满足 方程 呈 D(x,y, %) =0 和 
F(x, yz) =0， 所 以 对 于 任意 的 5 和 9? 它们 的 坐标 世 必 满足 
方程 2) ; 国 此 ， 对 于 不 同 的 站 和 ?的 值 ， 方 各 2) 将 
确定 通过 曲线 (1) 的 不 辐 的 曲面 ， 即 方程 t+2，” 是 个 曲面 
东 ， 这 样 ， 已 知 的 空间 昌 线 可 用 和 通过 它 的 尾音 两 个 曲 而 方程 表 
出 ， 换 名 话说 ， 方 程 组 (1) 可 用 利 它 等 价 的 任何 两 个 较 简 单 
的 方程 联 立 的 方程 组 末代 替 它 ， 
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如 果 要 求 F(x,y,z)=0 和 中 (x,y,*) =0 所 确定 的 曲线 
与 曲面 至 (xy xz) =0 的 安 点 时 ， 就 是 求 联 立 方程 
Ft{x.y,%)=0 
人) 二 
x, y, RX) 0 
的 解 ， 也 就 是 求 这 些 曲 而 的 公共 点 的 坐标 。 记 以 求 曲 面 与 曲线 
交 成 或 三 个 曲面 交点 的 几何 问题 与 解 三 元 联 立 方程 的 代数 问题 
是 相同 的 . 
如 果 把 曲线 看 做 动 点 的 轨迹 ， 那 末 就 可 拒 动 点 的 坐标 看 做 
某 个 辅助 变量 的 函数 。 例 恕 ， 形 如 
X= (lf) 
Fi 
和 世 二 喜人) 
的 方程 .这样 的 方程 叫做 曲线 的 参数 方程 ， 在 第 三 章 讲 过 的 真 
线 的 参数 方程 号 是 曲线 参数 方程 的 ' -种 特殊 情形 ， 


例 1 球面 x+ 六 + ?=1 与 平面 x*= 广 相交 于 一 个 同 ， 


配 出 这 个 圆 的 方程 
解 ” 所 求 的 图 的 方程 应 当 是 


| 


(1) 
«=| 
2 


或 者 是 


方程 组 (1)》 和 《2) 表示 同一 个 回 。 但是， 从 两 个 方程 组 可 

以 看 出 ， 通 过 医 的 晶 面 是 不 同 的 ， 第 -个 方程 组 表示 加 是 球面 

与 一 个 平面 的 交 线 ， 第 二 个 方程 组 却 表 示 图 是 一 个 图 柱 面 和 一 
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个 平面 的 交 线 ， 
例 2 求 下 列 下 个 曲 商 的 交 戊 : 


(x 1) :+1 +2 = 2 (1) 
(x 1)+ Gy 1 + (ss—3) =16 C2) 
区 二 号 K 


解 ” 从 已 给 的 方程 可 以 看 出 ， 所 求 的 点 就 是 两 个 球 画 与 一 
个 平面 的 公共 点 因此， 求 交 点 就 是 求 方程 (1) ， (*)， 
《3 的 公共 解 . 

将 z=3 代入 方程 (1)》 和 (2) ， 脱 去 括 弧 ， 则 得 


“ry T2x+e=14 | 
Kp Xe Dy:-14 | 


由 此 得 到 x+y =0， 和 + 只 =T4 所 以 了 = -xx= 土 了 . 因 
此 , 所 求 三 个 曲面 的 变 点 为 (ww 了 ，-wv7，3) 和 (-v 7 了， 
vw 7T， 3)., 

全 5 一 动 点 了 在 半径 为 + 的 圆柱 面 上 以 角速度 w 作 
等 速 圆周 运动 ， 同 时 又 以 速度 " 沿 平行 于 轴线 航 方 向 作 等 速 直 
线 运 动 ，P 点 运动 的 轨迹 叫做 圆柱 螺旋 线 〈 图 78》 ， 试 求 出 它 
的 参数 方程 

解 设 了 是 螺旋 线 上 尾 意 一 

点 ， 它 的 举 宗 为 (x,y, zx) . 设 动 点 由 

| 了 出发， 经 过 时 间 为 从 4 运动 

到 P， 这 一 过 程 可 以 看 艇 点 在 DOxy 

平面 上 沿 加 周 从 有 4 运动 到 9%， 

AO0= wtf, 再 从 8 沿 s 输 方 阿 
运动 到 了 f 了 ，QP = 好， 因此 


一 一 一 > 


一 一 一 一 > 
OP = O00 + UP 


一 一 

mi OV = fF coswirt+r sln wf 
一 一 一 
OP = wik 
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记 wt=9， 则 1= 二 ， 从 而 ， 周 柱 螺旋 线 的 向 量 表 示 式 是 


~ 一 一 下 
OP =rcostitrsinG 十 二 0 
如 令 二 = 刀 可 把 上 式 改 成 参数 形式 ， 即 


的 
让 一 SITE (OP oo) 
名 二 站 下 | 


当 d= 2r J 2 = 27A8, 这 表示 P 点 绕 Us 加 转动 -~ 周 
后 ， 在 0x 轴 方 向上 移动 的 虐 离 。 我们 地 这 个 上 距离 明和 做 螺 王 。 


33 旋转 曲面 


任意 平面 昌 线 络 它 所 在 平 谍 上 的 已 知 直 线 旋 转 记 生 成 的 腥 
面 叫 做 旋转 曲面 。 平 高 申 线 叫做 旋转 曲 南 的 有 母线。 已 知 直线 思 
做 旋转 曲面 的 旋转 轴 . 

从 定义 可 以 看 出 ， 过 旋转 曲 商 上 一 点 全 下 于 旋转 轴 的 平面 
与 旋转 且 澡 的 交 线 是 -个 图 ， 它 的 中 心 是 平面 与 族 转 轴 的 奖 
点 ， 半 径 等 于 中 心 与 已 知 点 的 距离 。 这 样 询 图 也 肿 纬 线 ， 而 族 
转 曲 面 与 以 旋转 轴 为 界 的 尘 平 面 的 交 线 叫做 钱 线 。 

假设 在 半 面 0yx 上 上， 已 知 一 条 曲线 的 方程 是 

Foy,x)=0 (1) 

我 们 来 求 这 条 曲 绥 绕 Ox 轴 旋 转 所 构成 的 旋转 曲面 的 方 
在 ， 

在 旋转 曲面 上 任 取 一 点 型 (xsy sy。 过 点 曹 作 垂 直 于 旋转 
加 Ox 的 平面 ， 设 它 与 0x 轴 交 于 点 0'(0,0,%)， 与 已 知 肿 
妈 交 于 点 六 (0,yow zx) (图 79) 。 鬼 为 点 N 在 曲线 上 ， 所 以 它 的 
尝 标 必 满 足 曲 线 的 方程 
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Fy wo -0 (2) 

因为 ， 扎 型 种 点 太 襟 在 十 百 于 
oOx 灿 的 平面 上 ， 所 以 它 代 攀 竖 举 
_ 标 必 相 等 ， 也 就 是 

2 二 多 

又 因为 ， 反 新 (x 0) 和 所 

N 00.%. 2%0) 部 在 点 半 面 出 的 同一 图 
图 79 周 上 ， 所 以 半径 0O'M = CN， 

因此， 加 = ON=OM= vw (Or y+ (2) 

= wy 。 拒 %，2a 的 表达 式 代 入 〈2) 式 ， 则 得 


FF (wirty .2)=0 (3) 


方程 C3 ) 就 是 我 们 所 要 求 的 旋转 曲面 的 方程。 

从 方程 《3 )》 可 以 看 出 ， 在 平面 OWz 上 的 曲线 了 (2 
= 10, 绕 轴 Oz 旋 转 所 构成 的 旋转 曲 曾 的 方程 , 只 要 用 x?+ yy 代 
搞 zh 而 z 不 变 ， 就 可 以 得 圭 、 

同样 ， 绕 其 它 坐 标 轴 的 旋转 曲面 的 方程 ， 可 类 做 地 得 到 ， 

一 次 曲线 绕 它 的 对 称 轴 旋转 所 得 到 的 用 面 叫做 二 次 旋转 曲 
面 。 现 在 ， 我 们 来 求 这 些 旋转 曲面 拘 方 程 

1” 设 在 平面 07x 上 ， 已 知 梢 加 方程 


绕 轴 0% 旋转 所 得 到 的 则 而 叫 酸 旋 转 椭 国 丐 (图 80)。 它 的 方 
程 为 


(Xe 站 十 
pb ci 


5° 设 在 平面 0y% 上， 已 知 双 有 曲线 方程 


绕 虚 加 Ox 旋转 所 得 到 的 曲面 叫做 单 叶 旋 转 双 曲面 (图 81) ， 
它 的 方程 为 


(A 
人 


= 二 


> 如 果 上 述 曲 线 弹 办 
Dy 旋转 所 得 到 的 易 画 吕 
做 双 叶 旋转 双 曲 面 《图 
82》 。 它 的 方 枉 为 


| 
六 
图 82 或 


i yp 二 2 -一 
3” 已 知 抛物 线 方 入 为 

= 2p% 

二 说 


弹 它 的 对 称 轴 Os 旋转 所 得 到 的 轿 面 叫做 旋转 抛物 而 《图 83) ， 
它 的 方程 为 
人 二 


wy -一 2p% 
4 已 知 酌 条 机 床 主 角 
0 | 


| 


组 成 的 上 曲线， 如 果 弹 对称 铀 2x 旋转 所 得 到 的 曲面 叫 逢 加 锥 面 
“图 84) 。 它 的 方程 为 


QR -日 
pr 


”一 —- 
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5” 已 知 两 条 平行 直线 


F(x,y,2) =D0， 苦 下 是 一 


组 成 的 曲线 ， 加 果 绕 轴 0% 旋转 ， 
得 到 的 曲面 叫做 圆柱 面 (向 85) 。 
名 的 方 种 为 

fx2 1 
或 

有 Ty dz < 人 

从 上 述 旋 转 曲 面 方程 可 以 妊 

出 ， 其 有 二 个 变量 的 二 议 方程 
个 变量 及 其 他 两 个 变量 平方 和 的 图 


数 ， 例 如 了 上 三 p(x + 入 5， 的 系数 又 相 等 ， 则 下 (x.》， 2) 
= 0 必 人 确定 一 个 以 0z 为 轴 的 旋转 昌 面 ， 


例 1 已 知 站 和 并 


是 两 条 上 既 不 共 面 也 不 牌 直 的 直线 ， 
求 疡 统 上 旋转 所 成 的 曲面 的 方 
程 ， 

解 取 1， 为 0x 轴 ， 7 与 


的 公 菲 线 为 Ox 轴 。 因 而 ， 放 就 


登 直 于 0x 轴 (图 86) . 设 /与 
Ux 轴 的 交点 为 4 (gz,0,0)， 方 向 
数 为 必 , 坟 ,#2 或 (41 六。 于 是 


4 的 参数 方程 为 
让 二 好 
ly: y=t 
w= i 
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因为 下 与 i; 妓 不 共和 面 义 不 垂 直 ， 所 以 a 六 0，50。 设 P(x， 
=) 为 所 求 昌 面 怀 的 任意 一 点 ， 过 点 了 作 Oy 平面 的 平行 平 


面 ， 从 /的 方程 可 以 看 出 ， 这 个 平面 与 六 的 交点 为 {e, 半 ， 
xz ) 。 因 点 了 在 曲面 十， 所 以 点 了 与 成 (4, 凶 ,<) 到 Ox 轴 的 
虐 离 相等 ， 二 


RE 
ty = ”三 


或 
2 
阵 a ih? = 二 
这 就 是 所 求 曲 面 的 方程 ， 显然 ， 则 面 基 单 吐 旋转 双 其 面 ， 
例 2 已 知 母线 是 图 | 它 的 方 


“ 柱 为 
a -一 (ya):+w: = R’ 
x=0 
试 求 绕 0x 轴 旋 转 所 成 曲面 的 方 
图 37 程 


解 已 知 母 线 古 图 ， 由 它 的 方程 相知， 些 圆 如 加 87。 如 上 
涡 周 绕 bx 轴 施 转 ， 就 描 出 所 谓 圆 环 画 (图 88) ， 如 汽车 轮胎 
的 形状 。 若 以 wx: + 代 蕉 图 周 方 程 中 的 y， 则 得 


化 简 后 为 
(x yw a RY 
= da (w+ ¥) 
这 就 是 贺 环 面 的 方程 。 可 坊 ， 
同 环 年 是 四 次 曲面， 由 此 可 
洛 ， 一 次 阳线 绕 它 的 非 对 称 身 
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证 转 所 得 到 的 旋转 曲 夯 一 般 不 是 二 次 的 ， 

到 考 为 止 ， 我 们 研究 了 旋转 曲面 ， 下 面 我 们 将 研究 一 般 的 
一 次 此 面 ， 为 此 我 们 先 考虑 空间 的 -一 种 点 变换 ， 也 就 是 ， 所 谓 
伸缩 完 痪 ， 

把 弹性 物体 加 以 庄 力 或 拉力 ， 物 体 束 会 变形 。 在 最 简单 的 
情形 下 ， 物 体 是 按 亡 加 力量 章 方 向 站 缩 或 伸 长 。 为 了 把 这 种 客 
现 情况 反映 到 解析 几何 时 来， 我们 引进 伸缩 变换 的 概念 ， 

对 于 空间 伍 音 一 成 六 ， 设 它 的 对 应 成 为 间 '"， 使 十 线 放 训 ' 垂 
直 已 天 半 而 x ' 辐 89) 。 并 县 


下 (上 0， 常数 ) 
我 们 把 这 十 变换 叫 杉 空间 
| nr 对 平面 7 的 伸缩 变 措 。 上 
| 
jy 叫 伏 人 饱 缩 茶 数 . 


和 一 一 一 如 果 建 立 了 空间 尝 标 
» / ” 系 ， 如 图 39 那样， 就 可 得 


一 到 沿 三 个 轴 DOx，0y，0x 


方向 的 伸 身 变换 会 式 分 别 


[时 89 为 
nt 和 X= | 
=7 p= 二 
加 : 匀 | 总 二 所 q | 


引进 了 伸缩 变换 概念 之 后 ， 我 们 就 可 以 把 旋转 二 次 曲面 变 
成 一 般 的 二 次 上 晶 面 ， 
4 枉 
我 们 已 知 许 转 棋 区 面 的 方程 为 
YX? Y: Zi: 


ih el 7 


133 


《2 ) 


对 平面 Oy% 进行 伸缩 变换 ， 局 
得 到 的 曲面 叫做 ' 棋 图 面 图 
90) ， 攻 把 〔2 7 代入 41)， 
册 得 它 的 方程 为 


me" 
一 + + -=1 
A p: 上 


图 930 (3) 
方程 “3 ) 叫做 猜 罗 面 的 标准 方程 。 
因为 方程 (3 ) 只 含有 变 基 x,y,%* 的 平方 项 ， 因 了 此 可 需 ， 
冰 国 面 对 于 三 个 享 标 面 、 二 个 坐标 轴 以 及 原 氮 都 对 称 。 艾 怀 面 
为 对 称 平 面 ， 沧 标 轴 为 对 称 轴 ， 上 原点 为 对 称 中 心 。 


2 2 2 
由 方程 (3 ) 可 知 ， 一 ;一 亏 1. -不 -1 一 :一 所 1， 也 就 是 


让 


[| 和 罗 1| 科 *， 因此， 机 加 面 在 六 个 平面 
MX= 土 4= 土 p。 %= +e 
所 围 成 的 长 廊 体 内 ， 因 而 它 是 “有 界 ” 的 此 面 。 
我 们 为 了 研究 二 深 曲 面 的 形状 ， 常 用 所 谓 平 行 瞧 日 法 。 所 
谓 截 口 是 指 已 拖 曲 面 与 截 平 面 的 交 线 . 
为 了 进一步 了 解 糊 加 面 的 形状 ， 我 们 来 研究 它 的 平面 截 
口 。 晶 面 (3 ) 出 平面 0xx 的 截 日 方程 是 


不 难看 出 ， 这 个 截 口 是 平面 0xx 上 的 一 个 桶 加 ， 它 关于 轴 Ox 
和 Oz 对 称 ， 两 个 半 轴 为 ”和 c， 并 且 分 别 在 轴 Ox 和 Oz 


3 和 


上 。， 
由 六 画 O03% 的 截 口 方程 是 


了 和 


一 一 上 一 
bp Ce: 


x 0 
不 难看 出 ， 这 个 截 口 是 平 而 Oy 上 的 一 个 燃 艾 ， 和 关于 畦 0y 
和 Ox 对称 ， 现 个 兴 轴 为 #5 和 *， 并 且 分 别 在 轴 Oy 和 0% 
上 ， 

现在 ， 我 们 来 研究 平行 于 平面 Oxy 了 的 平面 与 已 知 精 圆 面 
的 规 口 。 本 为 这 样 的 平面 ， 它 的 方程 为 

名 -四 

所 以 ， 它 与 已 知 椭 匣 面 欣 鹤 口 由 下 史 两 个 方程 确定 


(4) 
二 肯 
由 《4) 可 以 看 出 : 
1” 当 1#i.c 时 平面 %=# 截 椭 匣 面 的 截 口 是 要 图 


me yr” 
1 
i 了 
a 4 (85) 
多 二 上 
这 里 ,，# 和 大 是 
| 本 ，_ 
4 a 1 一 一 一 六 1 一 -一 


峭 图 《5)》 基于 平面 Dsx 和 0yz 对 称 。 并 且 当 有 = 和 时 ， 它 
时 半 轴 a 和 产 虹 大 < =a = 加 这 腊 是 说 ,坐标 平面 % -0 
的 截 口 是 最 大 的 情 贺 ， 当 | #1 逐 活 增 大 时 ， 桶 辕 半 和 轴 a 种 
乏 渐 喊 小 ， 也 就 是 说 ， 蕉 平面 离 平 面 0xy 越 远 ， 截 口 猜 加 
越 小 。 

2” 当 18- 也 就 是 4= 土 c 时 ， 半 办 a 和 站 都 变 
为 零 ， 也 就 起 埠 口 变 为 一 点 ， 这 时 ， 我 们 说 ， 平 面 % = 士 e 切 于 
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桶 加 而 ， 

3” 当 er 时， 平面 %= 与 已 知 贿 同 面 不 相交 ， 也 
可 以 说 ， 忧 口 曲 线 是 虞 的 ， 

出 .上述 分 析 可 知 ， 椭 园 面 则 是 有 三 个 对 称 平 面 ， 三 个 对 称 
轴 和 一 个 对 称 中 心 的 有 限 范 围 内 的 卵 形 曲 面 . 

酉 图 面 的 三 个 互相 重 直 的 对 称 平 面 ， 叫 司 它 的 主 平面 ， 主 
平面 的 区 线 叫 知 主 轴 。 在 图 890 中 ， 主 平面 与 党 标 平面 重 台 ， 主 
辖 与 坐标 轴 重 合 。 我 们 也 常 把 量 24, 25,2c 叫做 权 圆 面 的 轴 ， 
它们 的 一 半 2 出 艇 六 轴 。 若 222 则 2 加 分 别 叫 
做 棋 圆 商 的 长 半 轴 ， 中 尘 轴 ， 短 半 轴 。 半 轴 不 等 的 横山 面 呀 做 
三 轴 椭 圆 面 。 梢 同 而 与 其 对 称 轴 的 交点 川 做 项 点 ， 

若 尘 四 a,5,c 中 ， 任 何 岗 个 相等 时 ， 由 面 就 变 成 前 边 讲 
过 的 旋转 搬 图 而 ， 当 4a=5-c 时， 方程 《1) 就 伙 为 xi+y 
+ 二 gt， 这 时 ， 李 加 面 就 变 为 球面 。 也 就 是 ， 球 面 是 情 圆 面 
的 特 嫩 情形 ， 

关于 椭圆 面 的 得 出 方法 ， 我 们 先是 由 一 个 悄 阅 线 它 的 对 称 
饥 旋转 得 到 旋转 棚 贺 面 ， 然 后 经 过 伸 锯 变换 得 出 椭 同 面 。 有 的 
读者 可 能 提出 ， 梢 阁 耐 《或 其 它 一 次 当面) 能 否 象 害 六 椭圆 那 
样 用 点 的 轨迹 来 定义 呢 ? 我 们 说 ， 用 那 种 方法 定义 是 不 充分 
的 ， 因 为 它 只 能 定 关 出 旋转 李 问 面 ， 而 得 不 出 精 回 面 ， 


$5 单 叶 双 曲 面 
我 们 已 知 单 吁 旋转 双 曲面 的 方程 为 
XX? Y? -A 
p+ -—i—=1 Cl1} 
如 果 按 公式 
A 2 
Yo | 《xs ) 
蕊 二 
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对 它 进 行 伸缩 变换 ， 所 得 到 的 曲面 叫做 单 叶 双 暴 面 (图 91) ， 
著 把 《2 代入 5i ， 则 得 它 的 方程 为 


己 1 
+ (3) 
呈 


方程 “3 》 时 做 单 时 观 昌 面 的 标准 
方 棕 ， 
因为 方程 (3) 只 含有 变量 
x 的 于 方 项 ， 所 以 ， 单 时 双 临 
芹 对 于 三 个 坐标 面 、 三 个 举 标 轴 以 
撤 原 点 都 对 称 ， 举 标 面 为 对 称 平 
面 ， 举 标 轴 为 对 称 轴 ， 原 点 为 对 称 
中 心 ， 
为 了 进 -- 步 了 解 单 叶 双 此 而 的 
图 91 形状 ， 我 们 来 研究 它 的 平面 截 口 ， 
出面 《3) 由 平 面 Oxx 的 截 召 方程 为 


EL el 
~ 1 


站 


二话 | 
不 难 竺 测 ， 这 个 截 口 是 平面 0xx 上 的 一 个 双 曲 线 ， 宅 关于 辆 
ox 和 Ox 对 称 ， 实 半 轴 为 a， 虚 半 轴 为 <， 并且 分 别 在 轴 Ox 
和 品 % 上 土 ， 
由 平面 yz 的 截 品 方程 为 


XD 
不 难看 出 ， 这 个 截 避 是 平面 0yx 上 的 一 个 双 曲 线 ， 它 关于 办 
0y 和 bx 对 称 ， 实 半 轴 为 5, 虚 尘 轴 为 *， 并 间 分 别 在 轴 OO? 
| Ow |, 
现在， 我 们 求 研 究 平行 于 平面 Oxy 的 平面 截 已 知 上 曲面 的 
截 口 。 因 为 这 样 的 平面 ， 它 的 方程 为 
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总 一 轴 
所 以 ， 它 截 已 知音 叶 双 则 面 的 截 口 由 十 面 两 个 方程 确定 


二 
《4 和 ) 
守 二 青 
由 (4) 可知， 平面 % -= 六 截 已 知 单 叶 双 曲面 的 截 口 是 椭 图 
x 
a pr | (5) 
sp 


这 里 ， 

=a 1+ pb vy 1+ 
椭 剖 (5》 关 于 平面 0xx 和 0y% 对 称 ， 并 且 当 0 时 ， 
它 的 半生 最 小 :< =#， 世 =8， 也 就 是 坐标 面 “=0 的 截 口 是 
最 小 李 贺 。 这 样 的 椭 加 也 叫做 单 叶 双 曲 面 的 峰 椭 回 ， 

当 | # | 逐渐 增 大 时 ， 杭 剖 的 半 轴 sf 和 各 也 未 渐 增 大 ， 也 
就 是 截面 离 平 面 0xy 越 远 ， 截 口 椭 回 越 大 。 可 罗 ， 单 叶 双 贡 
面 在 0% 轴 方 向 上 无 限 伸 展 . 

出 上 述 分 析 可 知 ， 单 叶 双 曲面 则 吓 有 三 个 对 称 平面 ， 三 个 
对 称 轴 ， 一 个 对 称 中 心 的 各 两 个 方 喇 无 限 仲 展 的 位 状 曲 面 ， 

单 叶 双 则 面 的 三 个 互相 垂直 的 对 称 平面 出 做 它 的 主 平面 ， 
主 平面 的 三 条 交 线 叫做 主轴 。 在 图 91i 中 ， 主 平面 污 堂 标 面 重 
合 ， 王 轴 与 坐标 轴 重 合 。 我 们 也 常 把 量 2a, 2 3 叫做 轴 ， 它 们 
的 一 半 ，4,5,c 叫做 半 千 ， 

若 半 轴 <= 乡 则 曲面 就 变 成 了 单 呈 旋 转 双 瞄 面 。 


3S6 双 叶 双 曲 面 


我 们 已 知 ， 阔 叶 旋 转 双 曲面 的 方程 为 


1 说 


(2) 


对 双 叶 旋转 双 昌 面 进行 伸 
缩 变换 ， 所 得 的 曲面 呀 做 
双 叶 双 曲 画 {图 92) 。 若 
把 《2》 代 六 《1)》 ， 则 


得 它 的 方程 为 
人 
a 本 阵 
国 92 二 1 {3} 


方程 《3 〉 济 做 双 叶 又 曲面 的 标准 方程 ， 

和 椰 圆 面 ， 单 叶 双 曲面 类 位 ， 双 叶 双 曲 击 对 于 二 个 坐标 
、 三 个 坐标 轴 以 太原 点 也 都 对 称 。 把 它们 分 别 则 做 已 知 曲 条 
的 对 称 平 面 ， 对 称 轴 和 对 称 中 心 . 

为 了 进一步 了 解 双 叶 双 曲面 的 形状 ， 我 们 来 研究 它 的 平面 
截 口 ， 

双 曲 面 《3) ， 由 平面 0y% 的 平面 截 口 方程 为 


= 工 


一 


pi EE 
站 二 必 
显然 ， 这 个 截 口 是 平面 07s 上 的 一 个 双 曲 级 ， 它 关于 轴 0y 和 


上 . 
由 平面 Oxy 的 截 口 方程 为 
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i 


-| 


全 
| 


显然 ， 这 个 蕉 日 是 平 画 Oxy 上 的 -- 个 双 曲 钱 ， 它 关于 轴 0y 和 
Ux 对 称 ， 实 半 轴 为 8， 虚 半 轴 为 4a， 并 且 分 别 在 轴 Oy 和 x 
上 ， 

现在 ， 我 们 来 研究 平行 于 平面 0xy 的 平面 蕉 已 知 曲 面 的 
玲 口 。 因 为 这 样 的 平面 ， 它 的 方程 为 


Y= 
所 纪 ， 它 截 已 知 曲 面 的 蕉 上 口 由 下 面 丙 个 方程 确定 
人 


(4) 


由 二 四 
由 (4) 可 以 下 出 ， 
1” 当时， 平面 了 = 截 双 曲面 的 截 口 是 精 图 


ri Te 1 
“ 《5 1) 
了 二 
这 里 ， 
:A 
SAW pe 1 (1 


横 图 (5》 关于 平面 0xy 和 0y% 对 称 ， 并 且 当 | 2 | 这 浙 增 大 
时 ， 捅 立 的 半 轴 < 和 “也 逐渐 增 大 ， 也 就 是 ， 截 平面 离 平 
面 Oxx 越 远 ， 蕉 口 靖 图 越 大 ， 

2” 当 | 如 |=5， 也 就 是 4= 二 5 时 ， 半 轴 a 和 如 都 变 
为 零 。 也 就 是 了 面 ”=? 和 y= 一 帘 双 曲面 的 截 口 变 为 一 
点 。 这 时 ， 平 面 y= + 切 于 双 叶 双 曲 面 ， 

3” 当 [1#|<b 时 ,平面 y= 与 双 曲 面 不 相交 ， 或 者 
说 ， 堆 口 曲 线 是 虚 的 。 因此， 在 了 = 睛 与 了 = 一 两 个 平面 之 
闻 没 有 驳 时 双 曲 而 的 实 点 。 也 就 是 曲面 分 为 两 个 部 分 ， 所 以 称 


140 


为 妆 叶 双 陆 面 ， 

由 上 述 分 析 可 知 ， 双 叶 双 曲面 则 是 有 三 个 对 称 平面 ， 三 个 
对 称 轴 、 一 个 对 称 中 心 的 两 叶 无 限 伸 展 的 杯 状 巾 面 。 

双 叶 双 曲 面 的 三 个 元 相 垂 坦 的 对 称 平面 叫做 它 的 主 平 而， 
主 平 铅 的 三 条 交 线 叫做 它 的 主轴 。 在 独 92 中 ， 主 平面 与 党 标 面 
重合 ， 主 轴 与 华 标 负重 合 ， 我 们 也 常 把 量 2a,258,2e 叫 微 双 叶 双 
曲面 网 轴 ， 人 它们 的 一 汶 2 叫做 半 轴 . 

当 4 xz 时 ， 曲 面 就 变 成 双 叶 旋转 双 曲 面 ， 


7 权 圆 扫 物 面 


椭 立 抛物 面 ， 虽 然 也 可 由 旋转 抛物 面 经 过 伸缩 变换 得 到 ， 
但 是 , 为 了 应 用 移动 的 观点 , 也 是 为 了 下 一 节 导 出 双 曲 扫 物 面 作 
些 淮 备 ， 我 刘 想 采用 另 一 种 方法 得 出 情 因 抛物 而 种 它 的 方程 . 

如 有 果 取 典 条 抛物 线 ‘图 3 中 的 
[ ; 隧 ;, 它 们 所 在 的 平面 互相 慌 丰 . 
有 公共 顶点 和 轴 ， 而 玖 辣 古 相同 
的 ， 让 其 中 一 条 挑 物 线 ( 例 如 工 ) 幸 
行 于 自身 而 移动 ， 同 时 使 其 顶点 总 
在 另 一 抛物 线 (何如 了 上， 那 
未 ， 这 个 移动 的 抛物 线 独 画 出 一 个 
图 93 则 而 ， 我 们 拒 这 和 样 的 曲面 此 做 椭 辆 


抛物 面 . 
现在 ， 我 们 米 鱼 内 桶 加 抛物 而 的 方程 ， 
设 已 知 黄 个 抛物 线 方程 为 
XY fhe | 
(p20) 
y=0 | 
Y= 297 | 
(gy. 0) 
X=:0 | 
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假定 曲面 是 移动 抛物 线 1 得 到 的 ， 在 曲面 上 任 取 一 点 
型 (xj 2)， 并 忆 通 过 点 型 作 - :个 垂直 于 风笛 的 平面 了 =》。 
这 个 闻 硬 正好 是 移动 抛物 线 本 通过 点 齐 时 所 在 的 平面 ,这 人 寺 ， 
拢 物 线 的 顶点 入 00,y, 7) 按 已 给 条 件 在 抛物 线 上。 从 此 ， 
过 并 点 的 抛物 钱 方程 具有 如 下 形状 ; 

(x—0) = 2p(%— 2) 
Y=.» 

由 于 点 六 107 2Z 在 抛物 线 了 上 ， 所 以 它 的 华 标 必 满 足 方程 


1， 即 部- 297 或 2-- 沪 办 此 ， 所 求 曲面 方程 为 


2 
2 


一 了 -3x C1) 


? 1 


这 里 ，p,g 同 为 上 正六， 并 称 为 笑 贺 抛物 面 的 参数 .方程 (1，) 
岂 做 三 圆 拢 物 画 的 标准 方程 。 

因为 方程 (1) 只 含有 变量 x,y 的 平方 项 ， 国 区 可 知 ， 
坐标 而 bz 和 Oxz 为 搜 物 面 的 对 称 乎 商 ，0x 铀 为 它 的 对 称 
铀 ， 但 执 物 而 没有 对 称 中 心 。 

为 了 进一步 了 解 柱 加 抛物 面 的 形状 ， 我 们 来 研究 它 的 平面 
截 口 。 已 知 曲 面 由 平面 bxx 的 截 口 就 是 抛物 线 ] ， 它 的 方程 
为 


MX -2p% | 
?0 | 
由 平面 073 的 礁 口 就 是 抛物 线 1， 它 的 方程 为 
”29% | 
六 二 站 | 


现在 ， 我 们 来 研究 平行 于 于 向 Oxy :的 平面 截 口 ， 央 为 这 


1#2 


样 的 平 名 ， 它 有 因 广 和 为 
区 =: 加 
所 以 ， 它 截 已 知 曲 而 的 截 口 由 下 而 网 个 方程 确定 
x OO of 
# 


F (2) 
妇 二 天 | 
由 (2 》 可 知 [: 
t” 当 .0 时 ， 平 而 z= 截 椭 圆 抛物 面 的 截 口 是 李 


a pr ¢ 了 ) 


这 里 ip 

椭圆 〔3 ) 关于 平面 0zx 和 0ys 对 称 ， 当 上 逐渐 增 大 时 ， 
椭圆 的 半 轴 也 逐渐 增 大 ， 也 就 是 截 半 面 离 平 面 0xy 越 远 ， 鹤 口 
悄 回 越 大 。 所 以 ， 曲 面 在 上 半空 间 匹 腿 伸 展 ， 

2” 当 六 =0 时 ， 半 轴 a 和 六 都 恋 为 零 ， 也 吉 是 平面 
z= 个 工 椭 加 执 物 而 的 截 口 变 成 一 点 ， 央 此 平 男 5=0 茹 于 抛物 
面 ， 这 个 切 点 也 称 为 椭 脱 抛物 而 的 顶点. 

3” 当 80 时 ， 平 面 = 下 与 桶 加 抛物 商 不 相交 ， 或 者 
说 截 口 曲线 是 虚 的 。 因 此 ， 下 半空 间 没 有 椭圆 抛 物 面 上 的 实 

由 上 述 分 析 可 知 ， 栖 图 抛物 面 则 是 有 两 个 对 称 平面 ， 一 个 
对 称 轴 的 一 叶 无 限 伸展 的 杯 状 曲面 ， 

峭 圆 抛 牺 面 的 两 个 王 相 和 焉 上 直 的 对 称 平 面 叫 做 它 的 主 平面 ， 
主 平面 的 交 线 叫做 它 的 主轴 ， 在 图 续 中 ， 主 平 曾 与 坐标 面 和 sx 
和 Oy% 重合 ， 主 轴 与 0x 轴 重 合 ， 

污 记 = 8 时 ， 业 加 抛物 面 就 变 成 了 旋转 椭圆 热 物 面 ， 

不 能 认为 ， 糙 圆 扫 物 鹉 就 是 并 时 双向 面 的 一 叶 ， 才 是 一 -种 
误解 ， 实 际 上 ， 它 他 是 具有 不 同性 厂 的 曲面 。 
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8$8 双 曲 抛物 面 


双 昌 抛物 面 ， 我 们 不 能 从 旋转 圈 面 作 伸 缩 变换 而 得 到 ， 但 
是 ， 可 采用 与 上 节 癌 样 的 方法 得 出 . 

如 果 取 两 条 这 样 的 扫 
物 线 ， 它 们 所 在 的 平面 互 
相 垂 直 ， 它 们 的 顶点 和 轴 
者 重 台 ， 人 得 是 它们 的 王 同 
是 不 同 的 《如 图 94 中 的 
[I ， 让 .让 其 中 一 条 《如 
1 平行 于 白 己 且 使 其 项 

站 91 点 在 务 一 条 抛物 线 【如 卫 
二 移动。 那 素 ， 这 条 移动 的 拖 物 线 便 画 出 一 个 曲面 ， 我 们 把 这 
个 曲面 叫做 双 曲 挑 物 而 (图 94》 ， 
现在 ， 我 们 导出 双 虹 撒 物 面 的 方程 . 
设 己 知 两 条 抛物 线 方 程 为 


X:— -28Z 
上 


(p> 


Y= 让 
Y*.- 2g6 

f: (#0) 
X=0 


如 阿 导 出 搓 圆 抛物 面 的 方程 一 梓 ， 可 得 所 求 钉 面 方程 为 
号 一 22(s ) 


邹 


和 

n 4 
这 里 ，$,9 为 赴 数 ， 并 称 为 双 曲 抛物 而 的 参数 ， 方 程 《i)》 叫 
伐 双 曲 抛物 面 的 标准 方程 ， 

丽 为 方程 〈1 )》 只 会 有 有 蛮 量 x,y 的 焉 方 项 ， 因 此 可 天 ， 
坐标 而 Oy% 和 Ox% 为 对 称 平面 ，Ox 为 对 称 轴 ，、 但 没有 对 称 
中 心 ， 

浊 了 进一步 了 解 双 曲 抛物 面 的 形状 ， 我 们 来 全 宅 它 内 平面 
蕉 避 ， 

双 系 抛物 而 出 平面 0xx 的 截 口 就 是 抽 狗 线 1] ， 它 的 方程 


— 1) 


为 
XX": — Dp | 
了 | 
出 平面 0yz 的 截 口 就 是 抛物 线 , 它 的 方程 为 
9% | 
x 二 站 
现在 ， 我 们 来 古 窒 平行 于 平面 0xy 的 平面 截 已 惹 山 面 的 
蕉 口 ， 负 为 这 样 的 平面， 电 的 方程 是 


多 一 点 
所 以 ， 它 截 已 知 曲 面 的 堆 口 由 于 面 随 个 方程 确定 
0 | 
p 9 《2 ) 
守 二 卢 | 
由 (2 )》 可 知 ， 
1” 当 A<0 时 ， 平面 “: 中 的 截 口 是 双 曲线 
1 
0 (3 ) 
-出 


这 个 双 曲 线 的 半 轴 和 豆 是 
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| 一 妈 2p 和 | ， ¢, = 2g | 
双 曲 线 (3 ) 关于 平面 0xx 和 0xy 对 称 ， 且 与 平面 0xx 相 
净 ， 
平面 x =- 的 截 口 是 双 有 曲线 


2 时 
2 
ef 


0 
一 


这 个 双 曲 钱 的 半 轴 #4,, 8, 是 
az = vw 9ph ， b= ogR 
双 了 曲线 (4 ) 关于 平面 0xx 和 0y% 对 称 ， 且 与 平面 07% 相 
交 ， 
3” 当 =9 时 ， 平面 ss 的 截 口 是 两 条 直线 


x } 
7 | 
多 二 作 
也 就 是 
— nn 
vp vs? 和 vp we 
世 二 站 3 二 让 


身上 述 分 析 可 知 ， 双 曲 抛物 面 则 是 有 两 个 对 称 平面 ， 一 个 
对 称 轴 ， 无 限 伸展 的 鞍 状 曲面 (图 94) 。 

双 上 曲 搜 物 面 的 风 个 互相 垂 卫 的 对 称 平面 叫做 它 的 主 平面 ， 
主 平面 的 交 线 叫做 主轴 。 在 图 94 中 ， 主 平面 与 泌 标 面 重 合 ， 主 
销 与 办 0x 重合 . 


39 柱 面 
在 本 章 第 一 节 中 ， 我 们 讨论 了 撒 如 


Fx, y) 一 心 


的 方程 ， 在 空间 坐标 系 中 ， 它 表示 以 平 硬 上 曲线 (xD =0 为 
准 级 ， 直 母线 平行 于 0x 轴 的 柱 面 ， 

由 此 ， 不 难得 当 一 个 一 般 的 结论 ， 当 直 母 钱 平 行 于 一 个 华 
标 轴 时 ， 柱 面 的 方程 处 包含 对 应 的 坐标 ， 反 之， 一 个 不 包含 某 
个 坐标 的 方程 表示 直 母 钱 平行 于 对 应 坐标 轴 的 柱 面 ， 

因此 ， 一 个 谷 标 平面 上 的 任意 一 
条 划 线 都 确定 一 个 柱 面 ， 它 的 母线 重 
直 于 这 个 平面 ， 杜 面 的 方程 就 是 得 线 
在 坐标 平面 上 的 方程 。 例 如 ， 坐 标 平 
而 0xy 上 的 每 条 二 次 曲线 都 确定 一 
个 柱 面 ; 

方程 


表示 直 母 线 平 行 于 Ox 轴 ， 以 0xy 平面 上 的 椭圆 为 准 线 的 柱 
面 ( 赂 95} 。 这 样 的 柱 面 叫做 李 贺 柱 面 ， 
廊 程 


中 


吗 


表示 直 母 线 半 行 二 0z 轴 ， 以 Oxy 平面 上 的 双 曲 线 为 淮 
线 的 柱 商 〈 几 96) 。 这样 的 柱 出 叫做 双 曲 柱 面 . 
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方程 
J = 2px 
表示 直 和 母线 平行 于 Ox 轴 ， 以 0xy 平面 上 的 抛物 组 为 准 线 的 
柱 面 {和 放 97) .这 样 的 柱 面 叫做 抛物 柱 面 ， 
主 述 三 称 柱 面 ， 它 们 的 方程 都 是 二 次 的 ， 所 以 统称 为 二 次 
柱 面 ， 
需要 注意 ， 如果 直 母线 不 平行 于 坐标 轴 ， 丁 面 的 方程 就 要 
包含 所 有 的 变量 . 
现在 ， 我 们 引进 柱 面 的 一 般 概念 ， 
一 条 直线 ! 在 空间 平行 于 国定 方向 移动 ， 但 总 和 已 知 一 条 
种 定 的 曲线 和 相交， 这样 所 产生 的 上 利 面 叫做 柱 面 。 直线 4 在 移动 
中 的 每 个 位 置 叫 做 柱 而 的 直 和 母线 ， 固 定 的 旧 线 叫 枯 柱 面 的 淮 
线 ， 显 然 ， 柱 面 被 它 的 淮 线 和 直 和 母 级 方 仙 完全 人 确定。 但 是 对 于 
一 个 柱 面 ， 它 的 淮 线 并 不 是 瞧 一 和 的。 例如， 任何 -个 与 直 母 线 
不 平行 的 平面 和 柱 面 的 交 线 都 可 以 作为 它 的 淮 线 ， 面 且 淮 线 不 
一 定 是 平面 曲线 . 
在 -- 般 情形 下 ， 柱 面 的 方程 世 不 准 求 出 。 候 定 有 个 柱 面 ， 
它 的 准 线 方程 是 
F(x, y,%) 二 站 


(1) 
P(X, Y, LT) = 性 


面 它 的 直 母 线 方 程 是 
Xx 和 一 一 六 


i 局 7 


(2) 


其 中 ，x,y,% 是 母线 与 淮 弘 的 交点 人 崔 标 ， 立 ,了 ,ZZ 征 再 母线 上 
任意 点 的 流动 坐标 ， /, 区 , # 是 直 母 线 的 方向 数 ， 具 要 从 方程 
C7] ) 和 《2) 中 消去 x,y,%， 便 得 到 所 求 桂 面 的 方程 ， 

例 1 设 柱 面 的 直 和 母线 平行 于 直线 x -= xx， 而且 准 线 的 
方程 为 
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+ yy- 多 一 = 人 0 | 


光一 十 各 二 几 | 
求 这 个 柱 面 的 方程 ， 
解 ”由 于 直 母 线 平 行 于 育 线 x=y=x， 记 人 以， 让 和 母线 的 方 
程 可 以 配 成 
真一 和 了 了 了 一》 ZZ-% 


=- -一 一 - =- 一 一 ~- - 


E 1 上 


若 用 p 表示 它们 的 共同 比值 ， 则 直 母 线 方 程 可 改写 为 参数 方程 
Y= Xp YY -ps=L-p 
把 xs 代入 淮 线 方程 ， 便 得 
| 
-YY-2-p=0 
消去 P， 则 得 
2 一 32 一 1 = 站 
这 是 通过 准 线 而 且 平 行 于 直线 x=y=% 的 平面 方程 。 
例 2 设 福 面 的 准 线 为 
x + 1+» = 
2 + 2y :+ ?2 | 
面 直 母线 的 方 何 数 是 一 1:0:1， 求 这 个 柱 面 的 方程 . 
解 ”因为 直 母 线 的 方 问 数 为 -1:0:1 ， 所 以 ， 柱 面 直 母线 
的 方程 可 号 为 
XA 
二 -一 = ” 一 
如 果 用 表示 它们 的 共同 比值 ， 那 末 ， 直 母线 方程 可 改写 为 参 
数 方程 
X= 让 +p y=Y, %=Z—p 
把 x,y,% 代入 淮 线 方程 ， 得 
CR Eo): tY + tmp =1 (*) 


2 TO 2 + (Zp = 上 (市 页 )》 


以 2 来 (*) 青 减 去 (* *)， 则 得 
( 民 六 

时 此 
p= 

代入 C5#*) 或 C# *) 中 ， 消 去 p， 则 得 所 求 福 面 的 方程 为 
(Xr:+Y -1 


3810 锥 而 
我 们 已 知 ， 顶 点 在 向 标 蛛 点 ， 以 9xz 为 铂 的 旋转 锥 面 “是 
外面) 的 方程 为 
人 六 
到 ‘1) 
对 筷 进 行 作 央 全 的 
和 = 二 > 
7 | (2) 
二 六 


所 得 的 曲面 叫做 锥 面 {图 38》) .把 (2) 代入 (1) 则 得 它 的 
方程 为 


方程 《3》 叫 艇 锥 面 的 标准 方程 
国 为 方程 是 二 次 的 ， 所 以 曲面 也 岂 
做 二 次 锥 面 。 

我 们 进一步 了 人 解 一 下 锥 面 的 社 
质 和 形状 ， 

内 为 方 各 〈3) 只 含有 谈 量 
x 多 的 平方 项 ， 所 以 ， 锥 面 对 于 
坐标 面 、 坐 标 轴 和 举 标 原点 都 对 


称 ， 而 且 原点 在 曲面 上 。 
如 果 用 平面 % = 去 截 锥 和 而， 截 日 方程 是 
2 | 
A? pb: 人 
=~ 一 
当 天 =9 时 ， 截 口 就 是 原点 。 当 | #1>>0 时 ， 截 口 是 烽 圆 ， 而 
且 随 浴 |# | 增 大 向 增 大 . 
如 果 用 平面 = 去 截 锥 面 ， 鹤 日 方程 是 


2 了 _ A2 
2 ~ 2 2 
名 二 万 
当 上 =0 时 ,是 两 条 相交 于 举 标 原 感 的 直线 
J ~ 一 站 SE 二 0 | 
e 至 可 经 
了 = 


当 | 天 | 0 时 ， 截 口 是 实 辆 平行 于 0x 轴 ， 虚 轴 平 行 于 0x 轴 
的 双 曲 线 ， 

如 果 用 平面 x = 去 截 锥 面 ， 截 口 也 是 双 曲 线 ， 与 上 述 情 
总 类 似 ， 

锥 面 有 个 显著 的 特点 ， 顶 点 与 曲面 上 任意 其 它 癌 的 联 线 全 
在 曲面 上 。 如果 顶点 是 原点 ， 那 洒 ， 顶 点 (0 ,0,0) 与 曲 而 上 
任 一 点 (x,y,%) 的 连 线 上 的 点 就 是 《tx 地,1%)， 荆 是 任意 实 
数 。 因此， 对 于 顶点 在 原点 的 锥 面 ， 方 程 的 特征 就是， 如 末 
(xy 8) 满足 方程 ， 那 末 对 于 任意 的 实数 f， 则 Cx, 地 ;1%) 也 
满足 方程 ， 也 就 是 ， 如 果 F(x,，y，%) 是 个 齐 次 多 项 式 ， 即 
Fitx, ty, 1%) = 0 Pix.y, 2), 未 F(x,y, 2) = 语 吉 未 一 
个 珊 扩 在 原 扩 的 锥 面 . 

现在 ， 我 们 引进 锥 而 的 一 般 概念 ， 

设 一 运动 着 的 直线 通过 定点 面 且 和 定 曲 线 相 交 。 这 样 的 直 
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线 气 人 成 的 曲面 名 居 锥 面 (图 
99) ， 定 点 叫 届 难 面 的 顷 点 ， 
定 曲 线 吗 散 锥 商 的 准 线 。 构 成 


曲面 的 得 线 叫做 锥 面 的 直人 母 
线 . 
程 岂 不 难 导 纪 ， 
旭 果 已 条 一 个 锥 面 ， 它 的 
图 99 准 线 方程 为 
Fx, 3 二 | 
(4) 
D(x, y, 2%) = 人 0 | 
顶点 为 4,(% ,yo %6) ， 人 铭 它 的 直 母 组 方程 必 为 
CX -hn 2 (5) 
RN 名 一 多 - 


式 中 的 x,Y,% 是 真 母 强 和 淮 线 的 交点 坐标 ， 而 六 ,YZ 是 二 苹 
线 上 和 任意 点 于 的 从 和 标 。 从 (4) 、 (5) 两 式 消去 xX,》 zz, 便 得 
锥 面 方程， 

下 面 ， 我 们 引进 渐 近 锋面 的 概念 。 


如 果 已 知 单 叶 双 曲面 
和 » 
双 叶 双 曲 面 
和 二 次 惟 面 
0 (3) 


有 和 祖 后 的 半 轴 a,3,5， 则 它们 之 间 有 和 密切 的 光 系 ， 
如 果 以 平面 = 上 吕 (站 | 六 人 去 截 曲 面 (1) ， (23)， 
《3) ， 则 截 口 手 罗 的 半 畏 分别 为 
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r rn Tr 
4 =a 1+-—— b=8 i 1+ & 


— 《1 
Y 7 | 人 
I ， 二 Fh _ p | 2 加 {2") 
a aay Se -1 ¥ -1 
pg pr (a 


上: f 


容易 看 出 ， 盛 论 | # | 取 火 于。 的 哲 么 值 ， 权 加 人) 最大，(2 
最 小 ，(3”) 居中 〈 图 100)， 也 就 是 ，a0 ae ca， 多 
成 立 ， 又 因为 1 上 | 一 c2 时 ， 
lim (a' ~ 4") = 0, 
lirm (Bo) = 0 
所 以 当 | #5 | 无 限 增 大 时 , 三 个 曲面 无 限 
接近 .由 此 ， 我 们 把 锥 面 3》 叫做 
双 曲 面 1) 和 ‘2 ) 的 洁 近 锥 面 . 
例 1 锥 面 的 顶点 在 谨 点 ， 市 且 
准 线 方 年 为 


图 100 《 


求 锥 面 方程 ， 


解 ” 通 过 顶点 (0 ,0,0) 和 淮 线 上 一 点 (x,y,*) 的 直 母 线 
方程 为 


XY 2 来 村 
A 有 部 
为 了 太 C#),C**) 中 消去 x,7 x， 先 把 “= 代入 (+ *)。， 竺 
二 人 = 
pa pa 
青 代 入 {* )， 得 
cr? 人 cr Y* _1 


a 2 2 
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Bh 


这 了 慰 是 所 求 的 锥 面 方程 ， 
例 2 一 个 圆锥 面 ， 以 原点 为 顶点 ， 而 且 包 念 三根 坐标 
铀 ， 求 此 匆 面 方程 
解 ” 既 然 锥 面包 含 三 根治 标 贺 ， 则 点 (1，0,，027，(0， 
l1,0),t0,0,1) 必 在 这 个 锥 面 上 . 过 这 二 成 作 一 个 下 面 ， 
不 难看 出 ， 它 与 圆锥 的 交 线 为 图 
< t+%=1| 
x+ytrs=1) 
显然 ， 这 是 所 求 圆 玲 面 的 一 条 准 线 . 
设 剖 (x,y,*) 是 锥 面 上 的 任意 一 点 ， 联 结 0 的 直 母 线 
与 准 线 C 的 交点 坐标 为 (xys ， 因 此 ， 直 母线 方程 为 
XI 二 
因 C6 so) 在 C 工 所 以 它 请 足 准 线 方程 
(Cty + (ty + (ts := 1 
ix+iy+itgs= 1 
消去 t， 得 
二 六 十 名 二 《十 六 十 客 》 
或 
XY 十 刘 入 十 名 区 二 泊 


这 就 是 所 求 的 锥 面 方程 ， 


Sl 年 绞 面 


在 我 们 研究 过 的 二 次 曲面 中 ， 有 的 是 由 玫 线 移动 构成 的 ， 
如 锥 面 和 柱 面 ， 由 直 弘 移动 构成 的 曲面 则 做 直 纹 面 ， 在 曲面 上 
的 直线 叫做 直 且 线 。 在 二 次 曲面 中 ， 踪 锥 面 和 柱 面 外 ， 还 有 哪 


lu 


些 曲 面 是 直 纹 面 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 来 证 良 如 下 害 
理 ， 
定理 ”在 椭圆 面 、 双 曲面 和 抛物 面 中 ， 只 有 单 叶 双 曲 面 和 
以 曲 扫 物 面 胰 肯 纹 面 ， 
我 们 分 两 种 情况 来 证 明 ， 
1 先 讨论 椭 贺 面 和 双 曲 面 的 情形 . 
设 
Ax: + By:+ Cor=1 (1) 
表示 椭圆 面 和 双 曲 面 〈 单 叶 和 双 时 》 的 方程 ， 系 数 4,8B.( 是 
非 零 实数 。 用 
和 二 《2 1 
表示 过 点 《bc) 的 直线 。 如 果 曲 面 (1 ) 含有 (2 ) 式 确 
定 的 直线 ， 则 直线 上 点 的 坐标 x,},* 必 满 足 方程 《1) ， 即 
Atatiy t+ BCE+ mr Ce wit):=1 
或 
(Att Bm + CRIt + ot Aal + Bam+ Cemntt a 
+ Baer+Cr—1=0 
申 于 直线 在 曲 曾 上 ， 所 以 这 个 等 式 应 当 对 于 任意 的 成立， 因 
而 


Ai:+ BmitCn:=0 (3) 
Aat + Bam+ Ce#=0 (4) 
As:+ Boa:+Ce—1=0 {hy 


等 式 (5 ) 表示 点 (4,8,r) 在 曲面 上 的 必要 充分 条 件 ， 等 式 
(3) 和 《4) 表示 直线 《2 ) 含 于 曲面 (1) 时 的 方向 向 量 
奉 标 咏 开 天 的 比 ， 
从 等 式 (5 ) 可 以 看 出 ，2s, 加 ec 不 能 同时 等 于 零 ， 不 妨 恤 
定 z 近 00， 这 时 ， 从 等 式 (4 ) 得 到 
Pn Bbm+ ten 
-az 


显然 ，m,z 不 能 同时 为 零 ， 把 ， 的 表示 式 找 入 等 式 (3 ) ， 
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则 得 
(ABa: + Bhiym: ~ oBCbemns CACas + Cr) n= 
或 
(ABa: - Bip’) (<) + oPBtpe (2) + {ACa:+ tec) =0 
因为 wr 比 #* 是 实数 ， 所 以 判别 式 为 
BiCipies— CABa: + BB) (ACA + ie 0 
也 就 是 
—- ABCa:(Aa:t Bt tee) 0 
由 等 式 《5 ) ， 则 得 
-~ ABCa:0 
因为 a 六 0， 扎 以 
ABCL<D (6) 
容易 看 出 ， 在 “去 0， ec 寺 0 的 条 件 下 ， 也 可 同样 得 到 关系 式 
(C68). 
但 从 方程 C1》 可 以 看 出 ， 有 ,B,C 任何 一 个 都 不 能 为 零 ， 
而 生 它 们 义 不 能 同时 是 负数 ， 因此， 关系 式 《 6) 中 的 A, B,C 
只 能 … 个 是 负数 ， 另 两 个 是 正 数 ， 困 而， 方程 《1 ) 只 能 是 单 
叶 双 曲面 的 方程 。 也 就 是 在 精 辐 面 、 单 叶 双 蜗 向 和 驶 时 双 上 曲面 
中 ， 具 有 单 叶 双 曲 而 是 真 纹 丐 . 
2” 现在 讨论 抛物 而 的 情形 。 
设 
42 + By: = 2% C7) 
表示 椭 回 抛 移 而 各 双 曲 抛物 面 的 方程 系数 A,B 是 正 的 或 名 
的 实数 . 
如 入 曲面 (7 ) 含有 真 线 (2 ) ， 则 (2 ) 中 的 xy xz 必 
满足 (7) ， 将 (52 ) 代入 (7?) ， 则 得 
Atati + BIS+ mt: ot gt) = 
或 
(CA:+ Bm yti+otAal +t Bom— i+Aair Bh- 2¢c=0 
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由 于 直角 在 临 商 上 ， 所 以 这 个 式 子 对 于 任意 刚直 碟 立 ， 因 而 有 有 


A Bn:=0 {BB) 
Aa + Bim=w {9) 
Ar+ By =e¢ (10) 


等 式 【10) 表示 点 (#58,*) 在 曲面 上 的 必要 充分 条 件 ; 等 式 
(8) 和 (3) 表示 直线 (2 ) 含 于 昌 面 (7) 时 的 方向 向 量 
尝 标 六 zx 的 比 ， 

从 等 式 (9 ) 可 以 看 出 ， 上 和 和 区 不 能 同时 等 于 零 ， 册 方 
程 <7》 可 秆 ， 4.8 任何 -~ 个 部 不 等 于 零 ， 由 等 式 《8 ) 可 
知 ， 才 .8 的 符号 必须 相 及 。 因 此 ， 方 程 《7 ) 只 能 是 双 曲 抛 
物 面 的 方 称 。 世 就 是 在 情 殴 挑 物 面 和 双 昌 抛物 面 中 ， 只 有 双 曲 
挑 物 面 是 吉 纹 面 。 

总 之 ， 在 二 次 曲面 中 ， 只 有 二 次 柱 面 、 二 次 锥 面 、 单 时 双 
曲面 和 双 曲 挑 物 面 是 直 玫 面 ， 而 且 只 限于 这 四 种 。 但 我 们 将 看 
到 单 叶 双 曲 曾 和 双 曲 执 物 面 与 锥 面 、 柱 面 不 同 的 是 ， 在 它们 上 
面 经 过 每 一 点 有 两 条 面 不 是 一 条 直 母 线 . 

下 面 ， 我 们 来 分 别 研究 单 呈 双 曲 面 和 双 基 抛物 面 直 母线 的 
性 质 . 

1 单 叶 双 曲面 的 直 母 线 


设 单 时 双 上 是 面 的 标 兹 方程 为 
XX 
2 此 上 《了 
把 它 变形 为 
Xx: 2 
-= 工 一 Bi 


再 作 方 程 组 
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re 
(3) 
全 - 罗 -e(- 光 | 


其 中 a 和 是 不 同时 等 于 零 的 任意 实数 。 如果 能 确定 上 和 
FP 的 一 组 值 ， 则 方程 组 《3 ) 确定 一 条 线 ， 若 任 取 wa 和 8 的 
值 ， 则 得 到 含有 无 穷 多 条 直 钱 的 -- 组 直线 。 因 为 方程 组 《3 ) 
两 个 方程 等 号 商 边 对 庶 相 乘 ， 古 得 到 方程 (2 ) ， 也 就 是 方程 
( 荆 》。 国 此 ， 若 某 一 点 的 坐标 满足 方程 组 (3 ) 的 两 个 方程 ， 
出 它 也 必 满 足 方 程 【1 ) 。 于 是 。 对 于 任意 的 a 和 BB， 方程 组 
(3 ) 所 确定 的 辣 线 上 的 每 个 点 ， 都 在 已 知 单 时 双 曲 商 上 ， 也 
就 是 这 一 组 直 强 完全 在 单 叶 双 曲 商 上 . 
间 样 可 以 证 明 ， 方 程 


(4) 


对 任意 的 不 同时 等 于 零 的 4 和 j, 也 确定 一 组 直线 ， 而 且 这 组 
直线 也 全 在 单 时 双 曲 面 上 ， 
很 明显 ， 方程 组 {3) 和 4) 
所 和 确定 的 阿 组 直线 是 不 同 的 。 我 们 把 
C3) 和 (4} 隔 组 直线 分 别 叫 复 已 
知音 叶 双 油 而 的 第 一 组 直 母 级 和 第 二 
组 直 母 线 〈 儿 101) 。 
现在 ， 我 们 来 证 明 单 叶 双 油 面 直 
图 101 母线 的 一 个 重要 性 质 ， 通 过 单 叶 双 油 
商 上 的 每 个 点 ， 都 有 两 条 直 母 线 ， 其 中 一 条 属于 第 一 组 ， 另 一 
条 属于 第 二 组 . 
设 型 ,twoyw%o 是 单 叶 双 曲 商 上 的 任意 一 点 ， 它 的 坐标 
必 满 是 单 叶 双 则 而 的 方程 因此 


1h8 


GC) 5 
我 们 先 在 第 - -组 直 母线 (3 ) 中 ， 确 定 遂 过 太 于 ,的 直 
线 。 为 此 ， 可 利用 方程 组 (3 ) 求 出 & 入 


人 
-al 区 


如 果 1+ -一 0， 则 从 第 一 个 方程 可 得 f= ha (a*0) ， 即 


ks (7) 


把 & 代入 方程 组 (3 ) ， 则 得 两 个 确定 的 方程 


宇 + 硅 = (1+ 立 】 


日 


它 确定 一 条 直线 ， 对 过 点 并 ,。 
如 果 1+ 光一 = 0 则 公式 〈7 ) 无 意义 ,但 当 1+ 玫 一 =0 


时 ， 必 有 1- 好- 六 0 。 这 时 可 从 《6 》 式 的 第 二 个 方程 求 


出 于 值 , 同样 可 得 ， 方 程 组 (3 ) 中 的 一 条 直角 通过 点 计 ， 
因此 ， 证 明了 通过 童 叶 双 曲面 上 的 任意 一 点 总 有 了 玲 一 的 
一 条 直线 ， 并 旦 它 属于 第 一 组 直 母 钱 。 利 用 方程 组 (4) ， 同 
荐 可 以 证 明 ， 有 阮 让 局 前 。 还 有 玲 一 一 条 直线 ， 并 且 它 属于 第 二 
组 直 坏 线 . 
由 上 述 讨 论 可 知 ， {3 ) ， (4)》 两 组 直 母 组 都 在 音 叶 双 
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曲面 上 ;通过 单 时 汰 曲面 上 的 等 个 点 ， 都 有 酚 条 直 和 母线 ， 人 七 们 
分 别 属 于 《3 ) ，《〈4) 直 母 线 组 因此， (3 ) 与 4) 瓦 
妈 线 组 ， 每 一 组 都 全 部 粮 壮 在 单 叶 双 曲 面 上 ， 正 因为 如 此 ， 和 有 
时 也 把 单 叶 双 井 面 中 做 线 织 面 。 

下 面 ， 我 们 来 证 明 单 叶 双 曲 夯 的 男 一 个 重要 性质， 同族 的 
三 条 直 母 线 不 平行 于 同一 平面 ， 

人 《3) 式 可 以 得 出 直 母 级 的 方 疝 向 二 为 


1 7 6 2 jiag 8 
去 人 -号 小 Ac? 了 (有 + 二 
若 使 鼎 - #. 则 上 式 可 改写 为 
2 
入 -二 ) 


如 采取 不 同 的 -个 参数 ,zw 对 应 于 三 条 不 同 的 直 母 
线 ， 那 未 从 


| 
站 
0 
#， 1 让 
Wr 
i 一 下 活 二 -六 


A 20 


Alp ei Hs 
由 此 可 和亲， 周 族 的 三 条 直 母 线 不 平行 于 同一 平面 。 
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2 双 上 曲 抛 物 面 的 直 母 线 


设 观 则 抛物 面 的 标 淮 方程 为 
* _ _» (C1) 
p gg 
为 了 书写 运算 方便 ， 可 令 p=，4 = 好， 则 方程 <1》 可 改 为 
x 
2 二 9 (2 ) 
把 方程 (2 》 变 形 为 
x PX YY 
(Ds: 
再 作 方 程 组 
x Y 
a (二 + 才 ) = 
(4) 
村 可 
B (5; > ) 0% 


其 中 a 和 8B 是 不 同时 等 于 零 的 任意 实数 。 阁 确定 a 和 8 的 
值 , 则 方程 组 ‘4 确定 一 笨 喜 线 ， 大 变动 a 和 和 8 的 值 ， 风 得 
无 穷 多 条 目 线 的 直线 组 。 与 单 叶 双 曲面 的 民 形 同 样 可 以 证 开 ， 
这 一 组 直线 完全 在 双 则 执 物 面 上 ， 

同 理 ， 方 程 弓 


(De 


区 - 


(5) 


对 于 任意 不 同时 等 于 零 的 4 和 确定 一 个 下 线 组 ， 并 二 议 组 
上 启 线 也 完全 在 已 扼 双 曲 执 物 面 上 ， 

不 难 乔 出， 方程 组 (4) 与 (5 ) 所 确定 的 两 组 直线 是 不 
同 的 ， 我 们 把 { 4 ) ，(5 ) 两 组 直线 分 别 串 散 已 知 双 曲 抛 物 
面 的 第 一 组 广 节 线 和 第 -组 直 母 线 ( 罗 1022 ， 
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现在 ， 我 们 来 证 明 双 浊 
抛物 面 走 母 线 的 一 个 重要 性 
质 ， 通 过 双 曲 抛物 商 上 的 每 
个 总 ， 都 有 两 条 直 苹 线 ， 其 
中 一 条 属于 第 一 组 ， 另 一 条 
属于 第 二 组 ， 


图 102 设 刘 xyoysy 是 双 曲 
抛物 面 上 的 任意 一 点 ， 它 的 仙 e 标 全 满足 双 曲 抛物 夯 的 方程 ， 因 
此 ， 

人 


我 们 先 在 第 一 组 直 址 钱 (4 } 中 ， 肾 定 通 过 点 训 的 直线 ， 
为 此 ， 可 利用 方程 (4) 求 a 和 


《7 ) 
my jo_ 1 
8 (人 条) -2 
从 其 中 第 一 个 方程 ， 可 得 f= ka (a 志 0) 
一 ~ Fr 
下 = + (8) 


把 B= Ea 代入 方程 组 ( 4 ) ， 则 得 两 个 确定 的 方程 


它 确定 一 条 直线 ， 这 条 站 线 通 过 后 机 
装 此 ， 证 明了 通过 双 曲 抛物 面 二 的 任意 一 后 开 ,有 唯一 的 一 
条 和 直线， 并 且 它 属于 第 一 组 直 坪 线 ， 利 用 方程 组 ‘5 ) ， 同 样 
可 以 证 明 ， 通 过 点 好 还 有 了 唯一 一 条 直线 ， 并 且 它 属于 第 一 组 直 
导线 ， 
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由 上 述 讨论 可 知 ， 14) ， (5 ) 师 组 坎 母 线 都 在 双 上 时 要 
物 面 上 ; 通过 冯 曲 抛物 面 .上 的 每 个 点 ， 者 有 两 条 址 母线 ， 它 们 
分 别 属于 (1) ， (5 次 母线 组 。 因 此 ， (4 ) 与 5 ) 由 
母线 组 ， 每 -组 都 全 部 覆盖 在 双 蔓 抛物 面 上 。 正 因为 如 此 ， 有 
时 也 把 双 曲 扼 物 面 叫做 线 织 面 ， 

下 面 ， 我 们 来 证 明 双 曲 抛物 面 的 另 一 个 重要 性 质 ， 同 族 的 
所 有 直 母 线 平行 于 同一 平面 ， 


如 果 令 七 = 罗 出 直 母线 族 〈 4 ) 可 写 为 


| (4") 


从 第 一 式 可 以 看 出 ， 对 于 一 切 z 值 ， 二 十 林 =# 都 平行 于 平面 


守 + = 0, 因 面 直 母线 族 (4 ) 每 条 直 母 线 也 都 平行 于 平面 


同 理 可 证 ， 另 一 组 直 和 母线 〈5 ) 都 平行 于 平面 二- = 0， 


单 叶 双 曲 面 和 双 曲 抛物 面 ， 除 了 前 边 讲 过 的 性 质 外 ， 它 们 
还 有 了 郑 某 共同 性 质 : 
1” 问 组 的 每 两 条 家 秤 线 不 共 面 ， 即 它们 是 异 面 直线 ， 
2” 异 组 的 每 两 条 真 母线 共 面 ， 即 它们 在 同一 个 平面 上 . 
这 两 个 性 质 ， 在 此 不 想 一 一 证 明 ， 读 者 可 作为 练习 去 做 ， 
例 己 知 单 叶 冯 曲 面 的 方程 为 
和 
9 {4 1 
验证 点 型 ,3,2, 1 在 曲面 上 ， 并 求 通过 点 W， 的 两 条 直 母 线 . 
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解 ”由 于 点 ji 的 坐标 注定 已 知 方程 ， 天 以 成 如 在 师 面 


上 . 
把 单 叶 双 虹 玖 方 和 哥 1j 沁 
于 全 -光志 
因此 ， 两 给 让 村 线 的 方程 为 
ce (+ 了 (+ 二) 
;人 
和 


把 已 知 音 , 成 的 齿 标 代入 这 两 个 方程 中 ， 刚 得 
&=H 和 =0 

因而 ， 过 成 碎 , 的 两 条 在 母线 为 
2% 十 437 一 站 6=0 | 


2 一 和 十 名 一 合 -: 几 | 


XX 一 3 名 二 从 | 


y-2=0 | 


习 是 


]。， 验证 下 列 各 点 :AC1, -2 一 1)，B 一 8 一 2,2), CC (9,1, 一 2)， 
是 否 在 此 而 + 十 4 一 102 一 36=0 工 。 

2， 试 求 经 过 三 点 (351 -3)，B 一 30413，C 一 5 0 00， 且 中 心 
在 平面 2Y +y-z+3=u 上 的 球 币 方程 。 

3。 试 求 与 三 个 你 杯 面 相 奶 ， 豆 通过 瓜 闭 (1,2, 一 5) 的 球面 方 和 三 ， 


] 


4， 试 求 经 过 点 4 C1,5, 一 科 和 请 CC-3,0,0)， 拉 球 心 在 直 琶 
站 
| 上 的 球 而 门生， 
证 2yY- 4 二 用 

5。， 斌 证; 过 球 而 x ++¥ +2 -7 上 点 李 ,XosYar2e》 的 切 击 方 
穆 为 zy +Yyo + 320=7? 【和 注 ， 过 球面 上 点 庆 。 的 切面 定义 为 通过 点 ， 
的 瞩 有 切线 的 集合 ) ， 

6、 试 求 与 球面 %2+3?2+3s -6r+43 一 38=0 切 于 点 ,C1.6, -5) 
的 切 平 面 方 在。 

7. 试 求 满足 下 列 委 件 的 动 点 的 轨迹 方程 。 

{17 一动 点 时 (tr,y+23) 的 二 个 党 标 之 和 和 等 于 它 到 举 标 车 点 距离 的 
代数 值 ; 

(2) 一 动 点 好 (9750 到 OF 轴 与 0y 轴 距 离 的 平方 车 浪 某 数 

《37 一动 点 导 (x,y 2 到 Ux 轴 : 了 COY 轴 虐 离 之 比 为 前 数 a 

《4) 一 动 点 好 (rz 到 坐标 原点 的 距离 等 于 它 到 平面 :- 4 = 0 的 
中 启 ， 

8 已 知 在 Oxy 平面 上 的 下 列 曲 线 。 若 在 空间 直 钊 坐标 系 中 ， 补 
们 吉 示 什么 图 的 ， 

{1Y xt+y:=]; C2 r= 2y; (3) -y= 1 

(C4) Bx tr O CB) Cot ty tor—-y +1)= 0, 

9， 已 知 等 采 三 骨 撒 两 底 衣 的 项 点 举 标 为 At4,5.6) 和 和 BC 一 2， 
-112) 试 求 可 一 现 上 下 的 名 迹 . 

10。 试 确定 下 烈 方 程 组 代表 什么 曲线 . 


/y+2=0 x + y+2:=0 
C12)) 《2 1 
2 5= 0 2 = 
/< + 2y° + 42° = 36 1 + y= 18 
C32] (C4)1 
y= 0 xX-—- y= 人 0, 


11。 把 下 列 曲 钱 方 程 化 为 鸯 个 遇 闸 表 水 的 方程 ， 


| x=3 sin + 
C1) 2 (C2) Iy=d cosf 
z= + 1 中 三 二 360 fs 
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x = rost x= tw lt 


3) WAN (了 y= oF 
了 z= 2t, 
1]3， 试 求 下 到 有 曲线 的 登 瑶 方 枉 ， 
+Yy T+ y+ =0? 
C1) 1 (2) | 
3 二 21 wy Ca. 


123 + 2 + Mx 43= 0, | 
13. 设 曲 线 方 程 为 1 试 把 此 曲线 用 母 级 平生 
92 十 3z2 一 8 一 1125 一 用 


于 Ox 名和 Gy 贺 的 柱 而 方程 表示 出 来 ， 
14， 试 证 ， 曲 而 ++ 全 一 1 与 平面 x~2 奖 成 一 炳 图， 并 求 此 


2 二 
椭圆 的 半 轴 和 顶点 坐标 ， 
1 和 二 yz 一 3 下 
15， 试 求 曲线 ! 在 Oxy 坐标 面 上 的 投影 曲线 ， 
一 +1=0 
| XT + YY 二 4 
16. 试 在 曲线 | 上 索 一 点 四， 使 得 点 对 的 横 
XY te — d= 25 
淮 标 x = 3， 
17， 一 平面 Y+y+28 -1=0 和 球面 x* +y*+2=1 变 盛 一 加 ， 试 
求 此 了 痪 的 中 心 和 平 径 ， 


18。 试 证 ， 曲 线 *= 3sinf,， Y= 4sinf，%= cosF 在 曲面 572 一 3393 
- 327 +3=0 上 ， 
19, 下 烈 遇 面 方 程 ， 哪 些 是 旋转 曲面 方 得 ， 它 们 是 党 样 产 生 的 ， 


x 8 2 yy 2 一 
(C1) ri (C2) x + + = 二 
C3) x + ay +3 = (C4) x —Yy*—2i= 1 


C5) x +ry +2i=s1 (CB) 
20。 试 求 满足 下 列 条 件 的 旋转 幢 耐 方程 ， 
/x -9y" = 36 
(《 1》 母线 为 | 旋转 轴 汐 Ox 轴 


3 二 忆 ， 


aX = 1 
C2) 母线 为 | 旋转 轴 为 0y 轴 ， 
23= 3 


iBG 


XT 二 名 
C3) 母线 为 | 旋转 轴 为 lz 轴 ; 
Y 


二 人身 ， 
4 芋 久 和 

(4) 母线 为 ， 旋转 轴 为 Ox 轴 。 
Y= 日， 


21， 试 评 ， 到 仙 标 原点 的 距离 等 于 到 Oz 轴 了 好 离 2 悦 的 动 点 轨迹 是 
一 艇 转 曲 面 . 

22， 忆 知 -: 动 点 时 (xys3) 到 醒 定 点 避 ,, DD， 的 距离 之 和 为 24， 
运 证 此 动 点 轨迹 号 一 旋转 曲 曾 。 

3233, 一动 点 天 定点 PC(1,0.0)》 的 距离 等 于 它 到 平面 += 4 的 距离 的 
一 发 ， 试 让 此 动 点 轨迹 是 一 施 转 烦 圆 而 


32 -1 


史 
24、 试 未 曲线 | 2 ， 令 些 标 名 旋转 的 出面 方程， 


一 ZY = 


x XE 了 
25， 设 楼 赔 面 + 了 + js 1 经 伸缩 变换 后 为 36 + 6 + 9 


= 1， 试 求 此 仲 缩 变换 式 ， 


x 2 + Y=9 


26、 试 求 由 曲线 ， 绕 Ox 轴 施 转 后 作 伸缩 变换 


号 三 了 
2 = 3X，Y = 工地 所 形成 的 申 面 方程， 
27， 以 动 平 闻 z= 截 椭圆 面 和 + + 全 = ,得 到 一 组 相似 精 罗 ， 
试 求 这 组 椭 辐 的 焦点 罗 迹 ， 
28， 山 知 一 椭 阅 面 生计 + 每 -1 (ccoc<b)， 试 求 通过 Ox 轴 且 
与 些 情 加 的 变 钱 是 加 的 平面 方程 。 
29. 由 梢 回 面 “ 生 + 季 + 至 = 1 的 中 心 , 沿 方向 余 苞 为 必 Any 的 方向 


一 
引 一 身 线 交 乔 加 面 于 点 了 ， 设 10P1= 六 试 证 ， 


=1 的 中 心 引 三 条 两 两 一直 的 射线 ， 分 


%, | 
ra| rs 


1B7 


—y -3 一 一 人 > 
列 交 毅 圆 面 上 点 PPO,R， 轩 加 Pi=71, 人 =r，jORl =r*a， 这 证 ， 


A 1 


; 十 二 
2 2 2 和 
7 7> re 0 b? ce 


05 i 
31、。 试 证 ， 出 埠 数 广 社 y= 四 cos gp sin 8 确定 的 曲面 是 椭圆 币 
2=t sin 邮 


《op 有 为 参数 ，a, pc 汶 常 数 ) 。 


32， 多 知 单 叶 双 曲 面 方 程 为 各.+ 委 -年 =1 试 求 分 别 平行 于 Oxy 


人 誉 标 面 和 Oyzs 坐标 面 ， 晶 与 曲面 的 交 线 都 是 一 对 相交 直线 的 两 个 平面 
方程 ， 

33， 斌 确定 专 为 何 萌 有 时， 平面 4+ 雪 2z-T1= 人 与 单 时 对 曲面 < 
+ 一 27=1 相交 成 ， (31) 椭圆 ， (2 双阳 线 ， 


34。 一 组 平行 平面 y= 截 单 叶 双 昌 而 和 寻 + 各 -于 =1 得 一 组 双 
曲线 ， 试 求 这 些 况 曲名 顶点 的 轨迹 ， 
_ 动 雪 弓 涡 一 TY 3-l _ Z 区 一 各 
9. 动 直 线 沿 下 条 直线 pi: 了 Pr 0 


= 字 = 了， 所 :到 = 宇 一 =- 开 滑 动 ， 试 求 动 直线 的 轨 述 方程 


368， 已 知 单 叶 双 曲面 区 了 一， 试 求 遂 过 09 轴 自 与 曲面 


的 交 线 大 二 平行 直线 的 平面 方程 。 
37。 蕊 郑 二 次 覃 而 方 在 为 Ax* + By: tC2?+ 避 =0， 且 进 过 点 40 
0 4)， Bft10 2 $5》 和 Cl 1.2 vw 123; 试 求 此 曲面 方程 


38， 试 求 通过 点 (6,2,8) 旦 完全 在 单 计 双 曲面 + 上 的 


4 
直线 方程 
39。-:- 动 总 到 琴 定 点 CC 的 距离 之 盖 竺 于 26， 试 证 此 动 点 轨迹 
是 并 上 叶 开 曲面- 
/ = (2-1) | 
40, 已 知 手 物 线 | 平行 移动 理 顶 点 在 抛物 线 


一 一 
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CY- 2) = 9 


| 本 试 求 苇 轨 六 方程 。 


你 二 省 


ty — 1 = 2 
41。 试 冰 抛 物 线 | 绕 其 对 称 办 旋转 ， 然 后 作 体 缩 变 


工 二 心 


换 。 不 = 38， 了 = Zr，z=- Zr 所 形成 的 炳 回 手 物 而 方程 ， 
42. 已 知 粮 癌 抛 物 面 wt +3 = 22 和 半 面 4= 好 (< 0)》 的 交 线 是 
一 来 ，。 试 来 此 辐 的 灶 生 ， 


三 


43、 已 知 精 贺 扩 物 面 4xz + By? = 2z 通过 加 | 
试 求 其 方程 。 


XY + 2 一 2 十 3， 


由 


守 
41。 已 条 一 扼 物 线 | 
¥ 


t= — ls 


wr mm 
-一 上 


J 
平行 移动 且 顶 点 在 抛物 线 | 


上 ， 试 求 革 轨 流 方程 . 
45， 试 让 ,与 次 线 = = 地 和 平面 %+p=0 等 距 的 点 的 加 


oo 
迹 是 一 招 物 柱 面 . 
y= Y 二 
46。 试 求 与 二 直线 ， 和 | 相 切 的 球 心 轨 迹 方程。 
z= 1. 3= 一 ] 
[区 一 /*=1 
47。 试 求 与 二 和 芷 线 如 1 和 2: | 相交 ,月 号 平面 
y= 人 0 z=0 


+ 二 2= 自 于 行 的 动 直 线 轨 迹 方 简 ， 
48， 试 求 下 列 柱 面 广 程 


2 一 - 


站 二 2 
(1 》 准 线 为 | ”母线 平行 于 Ox 轴 ! 


t= 0. 
[* 3 21 ，_ 
{2) 淮 线 为 1 9 和 三 友 平 行 于 O% 轴 。 


y=, 


I | ur om- 
《33 注 线 为 上 3 “gg | 性 平 行 陡 03 轴 ; 
5 二 2, 
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1 
19， 已 知 柱 而 的 准 线 方程 为 、 母 线 平行 于 直线 
入 十 下 十 宇 守 和 


T= y= 2。 试 求 此 柱 曾 方程 ， 
50。 -和 杜 面 的 母线 平行 于 查 钱 x*=t， Y=2,， ?= 上 卫 与 球 且 
%+y2zT+s = 相 骨 ， 试 求 此 柱 面 方 程 . 
x—1 一 人 


51， 已 知 一 四 性 面 的 六 从 “= 2， 它 的 轴线 方程 六 一 -7 


= 二 ， 试 求 此 柱 而 方 征 ， 
52。 试 求 母 线 平行 二 直线 <=?=3 用 与 栅 圆 面 z2 + 4y7 + 45* = 1 相 
切 的 桂 而 方程 。 


| 人 三 放 f 区 二 间 
53。 试 求 通 这 三 条 耳 线 ;| Pa: | 
VY-7=0, xX+Yy—g=—2 
1 < 
pyt 1 的 加 和 柱 面 方程 。 
4 一 = 遇 
1/ 二 
54。 试 求 了 顶点 在 泽 标 原点 ， 准 线 为 的 锥 而 方程 。 


4 YE 二 8 = 
55。 试 求 直 组 = 小 了 -= 一线 0 轴 施 转 的 锥 面 方程 
[并 Zr 
56， 试 证 ， 硕 点 在 誉 标 原点 ， 淮 线 方程 为 | 的 锥 面 方程 
二 


一 


HX PP、 
为 了 《到 1 7 
57。 试 证 ， 与 yz 坐标 而 构成 二 角 电 通过 从 标 原 点 的 直线 轨迹 是 
一 等 轴 锥 而 。 
58。 试 求 通过 点 (一 32,0,0》 和 加 -2 的 且 与 锥 面 22 +y?=3? 亦 成 
抛物 强 的 平面 方程 . 
1* y=1 
59， 试 求 硕 点 为 (1 ,1 ,1), 淮 线 为 | 的 锥 面 方程 ， 
+Yyt+t 风 = 人 改 
69， 在 单 上 是 双 曲 面 x* + y 一 #*= 1 上， 求 过 反 太 由 ,1, 7) 的 直 母 强 方 
往 。 
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61， 在 双 上 曲 手 物 面 4x: 一 2 =y 上 ， 求 过 点 地 tl,3, 一 ]) 的 豆 坪 钱 方 


人 三， 
,基于 25 二 12= 


62。， 蕊 基 直 纹 所 的 一 组 直 母 钱 方 程 为 LU ， ，_ 试 求 其 
人 一 2 二 二 = 0, 


自 纹 内 方 程 . 
63， 在 双 曲 抛 先 面 *#: -92 = 2z 上 ， 试 求 平行 于 平面 *+y+#= 0 的 
度 圭 线 方 程 。 


138+w2393w 2 =0 
人 
2 _y! 
Fi +2" 二 1 上 . 
65。 在 直 统 亩 2x: YY: 一 27 + 3xy 二 ww3 一 62= 和 下， 党 求 过 点 灶 {1， 
1 1 的 下 母线 方程 ， 


66， 试 证 ， 若 双 邓 手 葛 而 “到 -= 22 的 直 母 线 重 直 相交 ， 则 交点 


必 在 某 一 骏 曲 线 上 上 ， 并 写 出 其 方程 ， 
67、 试 证 ， 单 时 双 则 各 异 组 的 两 条 直 峙 线 共 面 ， 


68， 试 证 ， 双 巾 慈 物 面 ， 气 7, = 35 同 组 的 两 条 点 母线 不 共 曾 . 


i?1 


第 五 章 二 次 曲面 的 一 般 理 论 


在 第 四 章 中 ， 我 们 已 经 研究 了 三 元 一 次 方程 的 一 些 特 丈 情 
形 以 及 这 些 方 程 所 确定 的 二 次 开 夯 。 在 这 一 章 中 ， 我 们 要 研究 
一 座 曲 面 的 一 般 理论 ， 也 就 是 要 从 一 般 三 元 二 次 方程 来 研究 一 


次 曲面 的 问题 . 

坐标 荆 足 方程 

RN og V+ gg DN ANE Dy YE Da 

+ 2a Y + ant+ 4 CC) 

的 碟 的 集合 叫做 二 次 凰 生 。 方 各 (*) 串 人 敌 二 次 幅面 的 一 般 方 
程 . 

这 里 ， 实 系数 wik (5) 有 时 与 成 zx;， 也 就 是 

ik 一 ki 


系数 ar 可 取 人 性 何 实 数值 。 但 ， 当 7 不 一 1,2,3 时 ，air 不 能 
同时 等 于 零 、 妈 二 这 项 系数 不 能 同时 为 零 ， 

企 一 次 山 面 韵 - 般 理论 的 研究 中 ， 我 们 主要 解决 如 下 唤 个 
基本 问题 ， 

1) 已 知 一 般 方 程 (*)， 如 和 何 把 它 化 价 为 标准 方程 ; 

2 ) 已 知 一 般 方程 (*}， 如 何 确定 人 它 所 表示 的 二 次 曲面 的 
形状 ， 

在 此 基 赴 上， 和 将 二 次 曲面 加 以 分 类 ， 

为 此 ， 我 休 先 来 研究 坐 打 变换 ， 


SI 坐标 变换 
1 平移 变换 


1 


所 谓 平 移 变 撤 ， 就 是 只 改变 艇 标 床 总 的 位 置 ， 而 举 标 攻 的 
方向 和 测度 单位 都 保持 不 变 的 一 种 变换 。 

入 Oxyoy，oOx 是 间 
坐标 轴 ，0'x', O00'%' 是 
条 泽 标 轴 《〈 图 103) 。 新 
轴 对 于 旧 尘 和 标 孙 的 位 置 是 
由 新 原点 的 旧 人 航标 D'a 
Dp 5 习 确 定 的 ， 

没 空间 枉 意 点 避 , 它 

图 158 对 于 旧 瞧 标 票 的 坐标 为 
xy 名， 站 对 于 新 伙 称 条 的 再 标 为 = 各, 我们 的 目的 是 确定 
用 xx 表示 xx 或 用 % .ys 表示 Xx".7 x 的 变换 公 
式 。 为 上 业 ， 我 们 利用 向 必 等 式 

OM -oO0r Or (1) 


向 景 O4 是 点 以 在 旧 华 标 系 中 的 答 向 量 ， 所 以 向 二 OMH 的 举 标 
就 是 点 信 的 华 标 ， 因 此 ，0 朵 ”{x,7,*)}， 同 理 ，00”. ta 6 
省 ， 向 量 0 是 点 胡 在 新 灌 标 系 中 的 径 向 量 ， 所 以 

OM = {x yr wr 
根据 等 式 《1) ， 地 得 


人 
二 了 十 多 (2) 
wr 


这 恕 是 我 们 所 求 四 下 和 侯 变 换 公 式 ， 
要 息 得 到 用 眠 型 的 旧 党 各 X,7 ,名 表示 靳 侍 标 xX 的 
弯 损 各 式 ， 人 以 公式 《2 ) 很 容易 求 得 


A ee 
Y=) 一 
并 | 
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这 里 。 一 a. - 纪 -cr， 是 旧 举 标 诛 点 在 新 举 标 中 前 坐标 ， 
2 旋转 变换 
所 谐 旋转 变换 ， 就 是 只 改变 坐 瓜 轴 的 方向 ， 而 坐标 轴 的 季 
直 关 系 ， 坐 标 原点 的 位 置 和 测度 单位 都 保持 不 变 的 一 种 变换 . 
设 0x, Dy, 0z 是 昌 坐 标 输 ，9x 0y', 0x% 是 新 坐标 办 (图 


104)。 为 了 书写 方便 ， 今 后 用 5 忆 表 示 肯 坐标 系 的 基本 向 


景 ， 用 ot， 表示 新 坐标 系 的 基本 向 量 ， 我 们 假定 每 一 个 
新 坐标 轴 和 每 . .个 上 归 溪 标 轴 所 组 成 的 钊 是 已 知 的， 我 们 用 下 玫 
来 表示 这 些 角 . 


| tL") 大 | 
| 

| ] | | 
P| i 

| 一 -一 一 - - -- 一 | 一 一 -| 
| | 《2 
ta | 2 tr 1 

| 一 | | 

| tg 1! 1 EE 1 3 


图 104 
yy 一 > 一 > 一》 > 
现在 按 基 本 向 量 :，， py 来 分 解 器 量 '， gz J 因为 #1'， 
cs er 是 单位 向 量 ， 应 用 表 《3 )， 则 得 


(C4) 


—y 一 子 


> -一 一 学 一 > 
COSQ 6 十 COSP et COST, #) 
一 一 > 


一 > 一 六 一 上 -- 
fg = OS0, Et COSB,) e+ COST, #, 


设 空间 任意 点 前 ， 它 对 于 旭 坐 标 系 的 沁 标 为 x,y,z, 而 对 
新 华 标 系 的 刻 标 为 x，y， wt 我们 的 上 且 的 是 确定 用 x'， Jy 
zr! 表示 x.5,x 或 用 ,yx 表示 wy x 的 变换 公式 . 

我 们 把 向 全 0 前 ” 先 按 基本 向 量 .ew 分 解 ， 然 后 再 接 基 


li 


yy 一 -> 
本 问 量 e'， 8 后 人 分解， 则 得 


一 一 一 一半 一 池 一 


人 林寺 十 车 上 5) 
— > -> 一 > -> 
全 和 (6) 


由 等 式 (5 和 《6) ， 便 得 
-> -yy 一 一 > 一 > 一 > 
NE + p's +! ps! 


-> yy + 

青 用 (4 式 代 换 同 量 e'，#to'， 64'; 就 得 到 
一 -3 一 六 一 六 一 六 一 字 
XE Ty Es + Sey =N COSAL TCDS 有 TCDOSTY ED) 


一 > —y 一 
+ IfCDSG 2 + EOSH, t+ COST, esi) 
一 学 一 3 一 > 
+ (cosay el + COSPy es + COST, ¢,) 


— 一 站 .一 3 一 
ME PE + He = (XCOSA + NCO 十 区 CDScn) EF 


-+ 
+ (XCoOsAH + y'COSP, + %'COsH) s, 


二 【CDST 4 y' COST,+ e! cos7 ye 
由 向 晤 分 解 的 唯一 性 ， 则 得 
X= NCOSa ty CO + %'COSm, 
= x COs + eos + fs 局 (7) 
SCOT + yy COs, + %' CO 
这 就 是 我 们 所 求 的 用 新 坐标 表示 旧 举 标的 旋转 变 措 公式. 
共用 点 识 的 旧 坐 标 表 示 它 的 新 坐标 x'，.y'，%"” 的 变换 公 
式 ， 具 要 把 新 轴 春 作 归 轴 ， 昌 轴 看 作 新 轴 ， 应 用 公式 (7?) 与 
表 (3 ) ， 适 当 变 换 方 向 余弦 就 得 到 


2 XCOSG + ICOSA, + cosr, 
N= COSG + COSP, + SCOSY, 


"~ XCOS + COSHa + Seo, 


表 (3) 中 的 九 个 角 以 及 它们 的 余 落 之 间 是 有 一 定 的 美 系 
的 ， 王 面 ， 我 们 来 讨论 这 个 问题 ， 
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条 坐标 系 的 等 个 坐标 轴 0x，0y，0w 对 盯 举 和 标 畏 
的 太 癌 余 攻 的 闻 方 和 和 举 下 革 ， 周 此 得 出 如 小 三 个 天 夭 式 
cossn + Cossi recosty -1 ) 
CO TCDS 二 CD3 二 {BB) 
COS Tt COS i COST, = 1 | 
2” 因为 三 个 加 0x’，0Qw，0%" 五 相 羽 下， 本 以 ,证 
COSACOSH, + COSHCOSP, + COST .COSY,: 
COSMACOS Tt COSHCOSB, + COST COST, -0 (9 
COSOCOSO + COCOSH + COST COST = | 
3” 九 个 方 和 出 余弦 组 成 的 变 挤 行 到 式 绊 于 1。 有 即 
COSN COSH Cos 


A: 1cosce, CS 有 cosr, 1 (10) 


COSt COSH, COST， 
- 3 -一 字 一 

这 是 因为 4= si 5 5 办 问 量 组 a ee 还 是 右 旋 的 ， 南 以 
这 个 混合 积 是 以 a.eoo 6 为 楼 的 单位 立方 体 的 体积 , 因而 等 于 1， 

不 礁 看 册 ， 妇 坐标 系 的 于 个 轴 Gx，OQy，U% 对 新 坐标 系 
也 在 类 位于 58)，(98)， (40) 的 三 个 关系 式 ， 

1” 说明- -个 轴 的 三 个 方向 角 不 是 任意 绽 定 的 ， 它 们 必 
须 合 了 于 关系 式 (8)， . 

2” 中 的 美 系 式 《9 ) 可 以 用 来 判定 三 个 输 或 三 个 单位 
问 最 是 介 具 有 玉 相 五 育 的 关系 ， 

3” ”可 以 用 来 淹 定 三 个 轴 或 三 个 单位 向 量 所 组 成 询 方 向 
是 右 旋 的 还 起 左旋 的 。 当 24 1 时 ， 是 石 旋 的 ， 当 4 = -1 时 是 
左旋 的 . 

3 ”一 般 变 接 

所 谓 一 般 变 摘 ， 就 是 改变 坐标 原点 的 位 置 和 坐标 轴 的 方 
器 ,但 坐标 轴 的 各 直 关 系 和 测度 单位 避 持 不 变 的 一 种 变 接 . 

我 们 假设 新 原点 的 旧 垄 标 OCa,5&.) 以 及 每 个 新 轴 与 用 
畏 间 的 单 都 是 已 知 的 ， 仍 用 表 (3 ) 来 才 示 这 些 前 ， 
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深 章 大 空间 有 曲 人 性 这 
点 ， 用 x. 天 天 点 前 
. .ee 上 中 上 荣 祭 ， 用 闪 7 交 
和- 一 必 点 于 的 新 缉 标 ， 我 们 的 
日 的 是 想得到 用 x'，7"， 
% 表示 XX, 了 % 或 用 
了 名 表示 的 这 
图 105 控 碟 。 
为 直 ， 我 们 引用 一 个 辅助 坐标 对， 使 其 轴 的 方 回 与 所 艇 怀 
系 的 轴 的 方 癌 - : 致 ， 而 它 的 坐标 原点 与 新 举 标 系 的 原点 重合 
《图 105) 。 和 并 用 x"，y"，%' 表示 点 茧 对 关于 辅助 坐标 系 的 
坐标 ， 
因为 韩 助 学 标 系 的 井 可 转 旧 代 标 轴 的 平行 移动 得 到 ， 所 
入 一 时 
叉 因 为 新 党 怀 系 与 辅助 坐标 系 右 :个 共同 的 坐标 原点 ， 所 以 ， 
有 


X= XCOME Yd CDSers + % COSA, | 
J = x Cop+t+y Cos scospt, 
2 CO PCOST, + 2 /COSY, | 
把 xx， 代入 上 等 起 石 边 ， 即 得 
站 CDSC 本》CDSe3 + SCOSAs + 4 
Y= NCOSH AT PCOS/S TT SCOSD + 8 【了 并 
% =X'COST + ycCosT, + g'costsre 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 一 般 变 换 全 式 ， 
若 用 旧 坐 标 才 示 新 坐标 的 变换 公式 ， 则 有 
X= HCO t+ FCOSB, + TCOST + a 
Y= KCOSG, 1 COSR + ECOST ,+ a (12) 
gi 一 WCQOSAI 二 人 CDS + gCoOsi ,+ er 
这 里 ，a， 如 0 是 旧 徇 标 厅 原点 关于 新 坐标 系 的 坐标 ， 
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4 曲面 的 代数 性 和 超 莽 性 以 政 代 数 曲 面 的 次 数 ， 都 与 所 
取 直 角 坐 标 系 的 位 置 无 关 
我 们 已 各 ， 代 数 方 程 P(x,y,%*) =0 所 确定 的 曲面 是 代数 
曲面 ， 妆 党 标 变换 时 ， 曲 面 上 每 个 点 的 坐标 度 按 一 般 变换 公 五 
(1 变换， 所 以 ， 要 求 曲 面 在 新 坐标 系 中 的 方程 ， 必 须 按 一 
般 变 换 公 式 (11) 把 曲面 的 原 方程 中 *, ys 加 以 变换 。 但 原 
方程 的 左 这 Fix,y,%) 是 关于 x,y% 的 多 项 式 ， 按 公式 (11) 
变换 x,y,% 后 ， 量 然 仍 变 为 一 个 关于 x 了 儿 ， zx! 的 多 项 式 ， 
因此 ， 代 数 方程 仍 变 为 代数 方程 。 由 此 可 以 断定 ， 超 越 方 程 按 
公式 {11) 变换 后 ， 仍 变 为 超越 方程 .这 是 因为 ， 如 果 超 越 方 
程 能 变 为 代数 方程 ， 则 道 变换 将 把 代数 方程 变 为 超越 方程 。 这 
村 代数 方程 仍 变 为 代数 方程 的 结论 矛盾 ， 因 此， 曲面 的 代数 性 
与 超越 性 与 坐标 系 的 取 法 无 关 ， 
名 数 曲面 的 次 数 也 与 华 标 每 的 选取 无 关 ， 因 为 一 般 变 换 公 
式 (11) 是 -… 次 的 代数 式 ， 用 它 代 入 F(x,y,%)， 则 训 
Felx, yy, 2}= F(x yy %"), 
如 果 # 是 Ftx,y,%) 的 次 数 ， 那 么 多 项 式 Fitx'，，%')》 的 
次 狼 弄 和 #* 有 如 下 美 系 
下凡 
也 或 是 F(x,y.x) 变换 后 的 次 数 不 会 增高 ， 反之， (11) 的 道 
恋 换 式 (12) 也 是 - :个 一 演 前 代数 式 ， 把 它 代 入 FPF'(Cx', yy ,21)， 
自然 交加 到 F(x,y,%)， 它 们 之 间 的 次数 必 有 如 下 关系 
8 2 学 
也 就 是 F(x,y,%) 变换 后 的 次 数 不 会 降 恢 。 直 此 ， 得 出 #* = 2 
这 职 是 说 ， 代 数 曲 面 的 底数 经 过 举 标 变换 基 不 训 的 。 
出 此 看 出 ， 乾 面 的 代数 人 性 和 超越 性 以 及 代数 曲面 的 次 数 ， 
都 是 曲面 的 固有 性 质 ， 不 会 因 坐 标 系 的 变换 面 疏 恋 。 但 通过 举 
标 变 挽 ， 可 使 曲面 移 一 艇 方程 由 繁 化 简 . 
此 外 ， 举 标 变 挠 对 于 数学 的 其 它 学 科 以 及 和 物理， 力学 等 方 
面 也 有 广泛 的 应 用 ， 
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例 和 芷 和 直 莉 泽 标 系 由 ， 已 利 新 坐标 系 的 原版 为 品 (C3. 2.4)， 
点 由 6.8, ~ 2) 属于 新 坐标 轴 中 XY ， 点 ML0, -2. 一 二 属于 
新 坐标 平面 O'x'y， 而 且 已 知 ， 对 点 MM' 来 说 x 守信 对 点 NN 
来 说 WW 半 0， 试 写 冒 华 标 系 Oxys 到 Oos 的 变换 会 
式 ， 

解 ” 由 题 设 可 知 ， 向 量 0'M'= {3，6,- 6}。 因 为 ， 对 于 点 
M'，x/>0， 所 以 

六 Y_f1 2 2 
又 因 ， 对 于 点 N'，y'0， 所 以 
一 > - 一 > 一 >， 一 > 
DMIxXON' 和 0x es 
的 方向 基 相 同 的 ， 
因而 
人 OM' ON 
OM'xO'N' ， 
鸭 为 0 - (3,6, -6}， O'N'= {7, -4，-5}， 所 以 
ON! x ON = {一 54, 一 27, 一 8384}， 因 而 


{ 2 1 2 1 
zf 二 4 一 一 一 一 
3 3 a! 
显然 
2 2 1 
6 = by Xe = EE 本 -三 | 


一 > 一 > 一 > -> -3 一 > 
入 国 #) Ey Ey = 4， 所 丽 癌 量 组 6 Pa ey 是 石 旋 的 这 样 
一 来 ， 变 换 公 式 为 


] 了 2 f | 
二 
3 $7 3 | 
2 2 ] 
= + 
2 3 37 3 | 
2 了 ) 人 ) | 
名 二 一 NY 
3 3 a*14) 


N2 用 平移 变换 化 简 方 程 


在 这 一 节 中 ， 我 们 要 解决 这 样 -- 个 问题 ， 确 定 一 个 新 坐标 
杀 ， 使 得 已 知 出 商 的 方程 在 新 坐标 系 中 不 富有 上 华 标 % 加 的 
一 深 项 . 
谈 己 得 二 洪 曲 面 的 .上 股 方 程 为 
HN Hd Rg Ra 
F OR DA 二 ‘1) 
现在 把 坐标 轴 平 移 ， 也 就 是 把 举 标 照 点 移 到 某 个 点 5 (CX,，% 
0)。 如果 州 “ 因 s 表示 空间 任意 点 的 旧 译 标 ， 用 xx 3 家 
让 问 - -点 的 新 沿 标 ， 则 有 
= 二 (2) 
大 把 方程 《1) 左边 的 流动 人 举 标 用 “3 ) 代 搞 ， 则 得 
A a Pt Mas + BAN + DA + DA 
+ Duet a Pt RBo TT A + DANN, + da, 
4 ay | Ra + D+ 
+ {a rr A Po A + AN A 
Fe Rp ast Di Py DR £3) 
这 里 ，4 = A， WU 二 4， 容 世 首 出 ， 对 于 平移 变异 ， 
一 湾 项 系数 保持 不 次 ， 而 一 - 议 项 的 系数 和 常数 项 却 要 改 委 、， 有 
设 
AH 
do = aN da Yat gp F a 
HAN ot A Eg 
A N+ A Po + An¥r + Davo SAY + OA No 
+ aa +t Ban FT A + 
则 方程 《LI)》 就 变 成 如 下 形式 
BUN Ro Pt A + Deo + DA 二 Ds ye 


1 2a0 NT Da + Da + a = (3 
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现在 ， 我 们 要 求 出 这 样 的 点 了， 使 得 变换 后 的 万 程 (3) 
不 含 流 动 坐 标的 -- 次 项 。 也 就 是 ， 征 ar = 0 es = 0, a = 0 
为 此 ， 应 使 点 4 的 坐标 满 正方 在 组， 
di Es Yo Ro = 0 
好 和 十 ar Fa dot R= 0 C4) 
dy | Hs Po t Hin + Hy = 人 0 
车 方程 组 (4) 有 有 解 ， 则 存在 点 了， 然后 把 党 标 原 点 平移 到 局 
YY， 则 方程 《3 ) 就 变 为 如 下 形式 
A tap Pt a + DA + LAN 2 
+ Da Yt iy = 人 ‘5) 
从 方程 《5 ) ， 可 得 
a a a + oa) 
+ at— wo E+ 2a CO ot+ 二 作 
成 立 。 这 就 旦 说 ， 若 并 (人 xy， 站) 点 在 已 知 用 面 二 ， 则 局 
MT 一 Xx， 一， 一 2) 也 在 这 个 曲 叫 土 。 册 此 可 知 ， 已 知 则 面 
上 的 点 关于 新 举 标 源 点 两 了 网 对 称 。 
如 果 在 空间 存在 一 点 ， 已 知 昌 而 上 的 成 关 于 它 殉 刚 对 称 ， 
则 这 个 点 四散 曲面 中心 . 
因此 ， 鸽 已 知 二 次 曲面 的 一 般 方 程 ( 1》 变 成 方程 (5 ) 
的 坐标 变换 ， 就 是 把 坐标 原点 移 到 已 知 曲 面 的 中 心 ， 
由 于 方程 组 《4) 的 解 ， 可 以 作为 曲面 的 中 心 ， 所 以 方程 
组 《t+) 也 叫 创 中心 方 在 组 ， 
今后， 我 们 把 中 心 方程 组 《4) 的 行列 式 用 1 表示 ， 即 


三 i 


站 | 并 他 村 时 


因此， 其 了 -二 0， 则 方程 组 (4 有 了 叭 一 的 -- 组 解 。 这 时 ， 巾 
商 只有- -个 中 心 。 车 上 五- 8， 峙 方 程 组 《4) 或 首 没 有 和解， 或 
者 有 无 穷 多 弓 解 ， 这 时 ， 人 用 疝 盛 者 没有 中 心 ， 或 音 有 有 无穷 多 个 
中 心 。 
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只 有 一 个 确定 中 心 的 二 次 曲面 ， 我 们 叫做 有 心 二 次 曲面 ， 
奋 则 ， 叫 无 心 二 次 曲面 ， 

在 有 心 一 次 曲面 方程 (5 ) 中 ， 常 数 项 sw 可 以 化 简 ; 因 
为 


Ri CRN a aot Ro Cao + 
3 ig + Ro +t Ca tt ss Po ya tt Hy) To 
十 《全 十 生 24 入 士 康生 晤 0 十 证 和 
由 方程 组 (4 } ， 则 得 
A a a + 

癸 已 知 方 程 ?x*+By 5% 一 dx 一 4 y% 一 BX 一 dy 二 18% 
+ 18 = 人 9, 判 算 它 是 消 心 曲面 ， 求 卓 中 心 ， 并 化 简 方 程 ， 

解 ” 因 为 


了 一 = 0 
1; = 一 2 6 一 2 = 162=*0 
Ud 一 2 8 


所 以 ， 已 知 方 程 确定 有 心 曲面 
寄 出 中 心 方程 组 
7 一 上 0 一 了 三 站 | 
—2x,+6 7 2% ~ 12 =0 
一 让 Jo 十 5% 9 二 从 | 
解 之 ， 得 中 心 为 $01,2, 一 1。 
作 平 移 变 换 
x = 十 1 | 
= 了 +3 | 
二 多 一 1 
把 化 标 原点 移 到 3 ， 则 已 知 方 程 变 为 
Tx T+:+ ow — 4x'y' -~ dps! + a = 闪 
但 ， si — 3X — 12y+ 9%, + 18=—18 
所 以 ， 已 知 方程 化 僻 为 
Tx Gy: SE 4x dr! ~ 18=0 
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SN ”用 旋转 变换 化 简 方 程 


三 这 一 节 中 ， 我 们 要 解决 这 村 一 个 问题 ， 确 定 : -个 新 从 标 
系 ， 醒 得 已 知 曲面 的 上 方程 在 新 坐标 票 中 不 合 有 ”罗兰 的 磁 积 


项 . 
设 已 知 - 次 曲面 的 -- 般 方程 为 


ci 十 ds 放 十 a 十 人 2 让 十 人 GN 十 2 名 二 24 


| 


三 坐标 系 0xy% 绕 些 标 原 点 旋转 得 到 举 标 系 Dx" 


求 曲面 方程 〔] ) 关于 坐标 系 Ox”Y'x' 的 方程 ， 


(1) 
我 们 来 


为 了 便于 计算 ， 把 江 中 的 已 知 直 角 坐 标 系 的 旋转 变换 式 


(7 ) 写成 
w= td yt 
二 Wm A Y 十 | 


六 二 天] 其 十 误 ， 十 汶 s 守 ' 


这 里 的 变换 系数 是 新 旧 轴 夹 角 的 余 强 ， 如 大 (*)， 


一 el 


Cz ] sk 
| 一 业 
| 心 | i| = tos 3 | tin = C02 by = or, 
_ | | 
1 
-个 
此 1 一 nos 站， | Tra 二 及， His 二 碟 性 由， 
| i 
一 二 
EE Hi 二 ney Hs 一 Dr。 Hy 二 oats 
1 


ee = Ei 一 一 mm 一 - 


由 胡 (* ) 可 以 看 出 ， 基 本 困 最 的 惟 标 分 别 为 
:= { 4 f,), 5 Lis |, 夺 1}， 


-站 
tf 二 4， Hs, Way}, 02! 二 人 1 考 : 


《2 ) 
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—-¥ 一 
二 4 疗 ，， 攻 ey = 人， 1 ja 


而 由 这 些 党 标 满 足 旭 下 和 条件 〈 即 $1 中 的 (8) 、 9 、， 人 00 
二 并 的 缩写 )》 : 

十 站 ti = 1, 2,3), 

Ef 十 类 , 入 .十 江淮 ,二 必 i (fF 1,2,3), 


> ?> 


这 是 因为 (0)? = 二、 ees = ,ee = 1, 
我 们 把 公式 (2 中 的 x*%,x* 代入 曲 而 方程 (1) ， 可 
以 得 到 关于 新 坐标 条 的 曲面 方程 
A N+ 部 + Ay DA XY + 十 家 和 和 玫 
+ 2 DA y+ 2A 3 +a 二 0 
其 中 
Hop Rd A Fm) et fads sts TF sk) WTR 
f 《Ga 和 十 Wor R123) (3) 
二 二 3) (Cd) 
2 = 
假定 着 在 这 样 的 坐标 系 Ox yz， 使 得 =0， ev =0, 
za 二 0， 则 4 = 0。，&a4a'=0。， 共 有 如 下 形式 
Ca + BA) dt ad Hast yt 
十 天 | 十 中 3 让 是 二 人 0。 
Ca Rm a (dudit dem t vn mm (5) 
+ Cadit Ga ft Fag ) K=O 
HE 
+ Wi+ da#0) 大作 未 若 量 ， 虽 (5 》 是 有 二 个 未 知 量 的 哺 个 线 
星 齐 次 方程 徇 成 的 方程 组 。 因 此 ， 可 符 


EMA | a HW tt a 
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Em (6) 
| i | 
一 一 - 一 一 人 
得 ， 因为 er “二 E's Pr 
Hi Wa | #, 了 | 1 ， 规 ， 
| = | ls | 三 和 |。 
| my wy 7， /， mw 
因此 ， (6 ) 可 与 为 
EE 1 一 EA 十 好?z 少 1 十 玫 1 虹 | 
1 坟 | 


二 Gil 十 2 十 3 
| 


如 果 取 它们 的 比值 为 4， 则 得 
(a — i+ dm t ds¥, = 人 0 
ai CAs 一 加 说; 十 Gil =O (7) 
dt Gog8 + (a — A N= 人 0 
方程 组 (7 ) 有 非 零 解 !,，w,，#,。 当 且 仅 当 4 是 下 列 方程 
aA di :所 
Gas1 一 3 = 用 (8) 
- de A 一 久 


的 根 ， 《8 ) 叫做 已 知 二 次 曲面 的 特征 方程 。 方 程 (8 〉 可 写 


了 《4 = 


一 站 上 了 好 一 了 1 十 了 工 = 站 《8 ) 
而 
1 二 RI A 十 339 
Hl i | Rl 1 Hp 全 8 
HN] 如 2 | | Hf ya ys | 
HI i ls 
1 = Hal Hr 3 {9 


设 如 ， 轴 是 方程 (8 ) 的 根 ， 由 代数 可 关 


1， 一 Fa ! A 一 3 
1 = 风土 (10) 
1 = A A, 


流向 量 中 = 《1i， 帮 0) 的 举 标 1，W4, au 是 从 条 件 au =0， 
ts = 得 出 的 方程 组 (7) 中， 当 1=4 时 得 到 的 ， 
类 似 地 ， 从 条件 ziz = D0, sg = als = 0, a = 0 可 


以 得 到 向 量 的 举 标 z= (ms 各 )。 6 = 人，， 加 }， 它 们 消 
足 当 A = 4,, A= ds 时 的 方程 组 CT 。 

”这 样 ， 邵 困 存 在 坐标 系 Ox'y'z1 使 得 二 次 曲面 方程 在 该 从 
标 系 中 不 含有 坐标 的 乘积 项 ， 则 这 个 坐标 系 的 每 一 个 基本 向 量 
了 it at (=T23) 的 坐标 必 满 足 方 程 给 


《211 Ak) Fn 十 六 1 了 十 痉 13 玉 上 二 必 
dst + (一 二 {71) 


dn 4 十 Ze 二 十 《dys 一 AA) 二 人 0 


这 里 4 是 特征 方程 (8》 的 根 。 
坐标 满足 方程 组 (7’'〉 的 向 量 叶 做 特 征 向 量 ， 特 征 问 量 
的 方向 叫做 已 知 二 次 曲面 的 主 方向 。 
现在 ， 我 们 指出 特征 方程 的 根 和 主 方 册 的 一 些 性 质 ， 
定理 1 一 次 曲面 特征 方程 的 根 都 是 实数 ， 
证 明 设 4 是 特征 方程 的 一 个 根 。 若 1, 是 复数 ， 则 可 写 


为 = 4+ 下 。 如 果 心 对 应 的 主 方向 是 cv， 其 举 标 为 /= /+ 1 
f= 秀 十 WF， 友 二 十 六， 邮 它 们 必 福 足 如 下 方程 组 
a to) a mt mE) + Aa {H+ WE = A +t) 
Rad EE) 4 do WH + EY) + dy Rt) = 
Ro + oa mt RY + gg RH NY = 
簿 以 站 ， 粹 ,，# 的 其 思 复 灶 让 一 i， 坟 一 一 分 别 去 科 
上 上 面 三 个 等 式 ， 然 后 等 号 各 边 烛 加 ， 则 得 
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二 
~ Oa + dm ) + Da dt La) + D2s CE + MA) 
= A tm 
因为 1， 不 能 全 等 于 零 ， 所 以 J 人 各 珊 
s' 也 不 能 全 为 零 ， 而 且 都 为 实数 ， 所 以 4， 必 为 实数 
又 因 4 是 特征 方程 的 任 一 根 ， 所 以 特征 方程 的 所 有 根 都 
是 实 根 . 
因此 ， 作 为 已 知 二 次 曲面 主 方 向 的 坐标 也 都 是 实数 ， 
定理 2 如果 1，4。 是 特征 方程 (8 ) 有 的 两 个 不 同 的 根 ， 
那 末 对 应 这 两 个 根 多 永 方 向 互相 二 直 . 
证 明 设 ，4 是 特征 方程 的 两 个 不 同 的 根 ， 并 且 向 量 


( 主 方 同 ) a= (i, Mi, 外 p= { 42、 Ni a } 的 党 标 分 别 是 心 ， 
i, 对 应 的 方程 组 (六 ) 的 解 . 四 此 ， 下 面 的 等 式 成 立 
auti+ FL + a = lf, | 


oy ah + 3 略 扩 | 11 
Gt + A + Go = Fun 
A daa + ant = Mod 
2 十 7 十 和 二 必 般 ， (12} 
yde 十 Cg 全 2 + G37s = AsN, 


可 果 等 式 (11》 分 唱 滋 以 fo 珊 y。 1 而 等 式 (12) 分 别 乘 以 


ti， 坟 ,， #1 则 得 到 
andlz t amdst dnfide = A 
二 (13) 
yt rs 十 423* 隔 ;让 十 弛 33 娠 | 让 > 一 式 | 开 1 开 ， 
adi dMmat ,+ Gana, — hd si, 
dd sm 十 daarmomt, 十 dsdott, = Amrom, ‘14) 
dy efi 好 3 六 ?| 十 如 y3 共 2 天 | 一 站 3 幅 1 和 


记 果 把 等 式 (13)》 和 (14)》 各 上 自 的 竺 号 两 边 相 媳 ， 册 得 
A =A + A 2) 
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Pi 
因为 4 = 4 所 到 购 个 等 式 相 减 ， 则 得 
C2 
因为 ， 训 二 加 ， 了 所 以 


ff 十 失 ( 抽 -本 人 0 


因此 ， 向 量 w 和 6 重 寺 ， 也 就 是 主 方 向 互相 重 直 ， 

定理 3 ”对 于 任意 已 知 二 次 曲面 。 至 少 存在 三 个 互相 垂直 
的 主 方向 ， 

证 明 设 已 类 二 次 曲面 的 一 般 方 程 《1)》 和 它 的 特征 方程 
的 入 4，1.。2。 而 每 个 根 至 少 可 以 确定 -- 个 与 之 对 庶 的 主 方 
呵 ， 我 们 讨论 如 下 三 种 可 能 情况 


这 一 种 情形 ， 4 = 和 = 0。 8 
先 儿 由 一 个 引 带 ， 如 果 三 个 实数 4 BC 具有 条 件 ， 
+ B+t=D 《 本 
AB+ AC + BC (A 
出 
A=B-C=0 


实 蒜 上 ， 如 果 
HB+rC-0. WW (qd+B+EC = 下 十 开赴 人 274 
根据 条 件 (* *)， 显然 4=8=CG=0 所 以 ， 引 理 是 正确 


因为 =2,~… 是 特征 方程 (8 )》 的 根 ， 记 以 
i= A + i+ A = 3 


i.— 3d= (a AD+ Ae Ad) + (as — A1) = (15) 
加 于 T= A = 3 
所 以 D3a a + A +t Ro A A 
人 


十 {A 一 4 【2ss 一 A 一 1 一 a da 一 8a 
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+ Di, =.0 
但 ， 了 = 32.， 关 而 ， 一 6A +2 = 一 684 + 647 =0， 
所 以 
(SN 一 让) 一 《一 让 CE 
一 如 十 人 十 全 (16) 
由 (15) 和 (16) ， 并 根据 引 理 ， 可 以 断定 
oR 
反之 ， 设 1=， 方程 组 (7 ) 的 所 有 系数 等 于 零 ， 也 就 
是 
HA 0, 
于 是 ， 按 公式 “9) 有 =34，1=345， 上 = 可， 因而 ， 先 
征 方 积 (8) 具有 如 下 形式 
一 让 
或 - (A A -0, 
因此 ， 和 在 这 种 情况 下 ， 特 征 方 程 的 所 有 根 相 每 . 
总 之 ， 使 方程 组 《7 》 的 系数 间 时 等 于 零 的 充分 必要 条 
件 是 特征 方程 《8 ) 的 根 相 等 。 在 这 种 情形 下 ， 空 间 任 一 问 量 
的 学 标 满足 方程 织 (7 了) 。 因 而 ， 空 间 人 性 一 回 量 都 可 以 看 作 
己 知 二 次 曲面 的 主 方 加。 所 以 ， 当 特征 方程 的 根 站 = 加 = 为 时 ， 
任 痘 焉 两 垂直 的 三 个 回 量 都 可 以 看 作 二 次 条 面 的 主力 回 。 
第 二 种 情形 ， 人 = 和 2 所 人 
我 们 来 证 明 ， 在 这 种 情形 下 、， 当 2 = 站 时 ， 方 程 组 《7 ) 
仅 世 合 一 个 独立 的 方程 。 为 此 。 我 们 来 研究 由 方程 组 【7 )》 的 
系数 构成 的 些 阵 ， 


一 + 好 1a 9 
T= 好 1 ya 一 六 | ya 
EE EF fa 一 A 


如 内 取 如 下 表示 式 
A - A HO = 4,,, 4 — A = 7, 


好 二 ig i 三 此 (2, 虎 二 了， 已， 
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则 第 阵 工 可 改写 为 


4 过 A 
了 = A,, .4,. | 
A 站 ;. 1,, 


设 5 是 矩阵 T 的 元 素 所 ,的 条 于 式 ; 我 们 本 证 明 训 ks= 0。 
为 此 ， 我 站 米 考查 托 阵 工 的 所 有 9 个 子 式 平方 和 +* 。 
$= 6 Ha + Os 36 本 2 人 3 一 26:， 
站， 十 6 机 季 十 002 一 PO + 了 站 ZL (06), 


和 - ms 人 ， 人 ms = 
一 0. (COO 1 DAO 1 》]， 


B16. — B14 = C4, A — A Ci oA) 
一 一 4 
A A 1 
= A lA, 1,, = A 
A, A,, 了 可 | 


.63 一 Bis - 4 ‘二 
站 :站 一 B23 = A , 
这 样 一 来 
$= (0+ dos 53 — 31 (A + A + 本 


但 ， -二 十 4 -= LA 一 1 ) (Ga — 4,) 十 (C33 — 4) 
一 34 和 0 
A 4 A, A 1A A, 
他 ] + 他 + 一 0 3 | 十 下 
“1 1 | -< 二， | .4 A,, 
,a | 4 1 #2 : | 41 | 
= + 
j Glass 一 | A 233 一 丰 
,可 一 帮 ， RE | 
+ | | 
| i 一 
- 3022 一 2 十 了 (17) 


19¢ 


因为 2 是 38) 的 要 根据 公式 【《t0 ， 则 有 
+ nn 


人 3 
| 1 | 经 |。 a 
=| 1,, 1,, | - i A 4 -0 
| 要， | 他 dy A 
于 是 


洒 二 下 十 而 二 二 026 
从 这 个 等 式 可 知 ，5.4 = 00, 丰 = 1,3,3), 因而， 在 方程 组 《7 ) 
中 ， 最 多 存在-- 个 独立 的 方程 。 因 为 1,= 4 二 0， 则 根据 第 一 
种 情形 可 以 断定 ， 方 程 组 《7 ) 的 系数 不 能 由 时 等 于 地。 所 
以 ， 当 密 二 三 4， 时 ， 方 程 组 《7 了 7) 有 一 个 独立 的 方程 
反之 ， 也 是 正确 的 ， 
设 方程 组 (7 了 7》 有 一 个 独子 的 方程 。 于 是， 方程 组 《7) 
的 系数 矩阵 了 的 二 防 行 列 式 都 等 于 每， 因此 ， 由 等 式 417) 
得 到 
3 一 4 二 一 
按 公 式 〈10) 葵 换 攻 ，1;， 则 得 
3 一 2 二 
= (CAO A CRA, (17°) 
特征 方程 的 所 有 根 椒 可 能 五 等 ， 因 为 苦 互 等 ， 刚 方程 组 (7 ) 
的 雇 有 系数 必 等 于 零 (第 一 种 情形 》， 这 与 已 给 条 件 巴 盾 ， 
雇 雇 ， 从 《17 本 以 斯 定 ， 或 者 4 一 和 =0，4 一 加 拓 0: 
或 者 4 一 机 二 0， 如 一 如 = 二 0 也 就 是 4,= 宙 去， 或 者 宙 六 = 
A 
总 之 ， 使 方程 组 (7 》 有 一 个 独立 方程 的 充分 必要 条 件 是 
特征 方程 (8 ) 的 两 个 概 相 等 ， 但 不 稚 于 第 三 个 和 根 . 
现在 ， 我 们 来 研究 在 第 二 种 情形 下 ， 二 次 曲面 的 主 方 问 应 
当 怎 桩 确定 ， 
没 


(1 一 A 1 TR 0 
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是 方程 组 7) 的 一 个 狂 闻 方程。 容易 求 出 这 个 厅 程 的 和 任 一 舱 
所， 和 2 然后， 由 方 各 
《2 — AD at + Hs#s = 0 
ff 
一 > 一 > 
确定 垂直 于 中 的 合生 和 = {i 六 :9 
回 量 * 的 坐 标 可 由 三 程 组 7) 当 4= 时 确定 。 人 但， 我 
们 还 可 用 较 简 单 的 方法 得 到 ， 方程 
Ca A s+ st = OD | 
(qi1 一 A i; WA | | 
| 一 站 一 > 
是 以 看 作 问 量 # = 416 一 让， ET aa} 分 别 和 问 量 e1， Eo 垂直 的 
条 件 。 浙 以 加 量 6 = 上 a。， 或 写作 
ei = {C1 一 A), kes, 大 Gis》 。 
- 和 wp 一 一 全 
这 样 ， 问 量 s' 同 时 垂直 于 兵 个 互相 惟 直 的 癌 量 s,， 和 e;. 


因此 ， 向 量 如 ， 沪 ”区 可 以 作为 已 知 二 次 曲面 的 主 方向 ， 

第 三 种 情形 ，4 2， 和 所 看， 加 所 帮 。 

在 这 种 情形 中 ， 方 程 组 (7》 的 系数 不 可 能 同 于 等于零 
(第 一 种 情形 ， 也 不 可 能 仅 含 一 个 独立 的 方程 (第 二 种 情形 )、 
加 此 ， 方 程 组 《7 》 必 会 有 两 个 独立 的 方程 

反之 ， 如 果 方 程 组 (7) ， 对 于 1= 会 有 两 个 独立 的 方 
程 ， 则 根据 第 一 和 第 二 种 情形 可 以 断定 

AER A EA, ,A 

总 之 ， 使 方程 组 (7 ) 天 在 两 个 独立 方程 的 充分 必要 条 件 
是 特征 方程 (8 ) 的 所 有 根 不 相等 . 

在 情形 三 中 ， 特 入 方程 的 每 一 个 根 确 定 -- 个 主 方向 e%。 概 
据 定理 1， 向量 e， 6 2 是 相互 王 直 的 ， 

综 上 所 述 ， 定 理 香 证 ， 
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定理 4 ”在 坐标 系 OxXyz 中 ， 已 知 一 次 曲面 的 一 般 方程 ， 


若 以 曲面 的 主 方向 e,，e:"，ey* 作为 坐标 系 Ox'y'z' 的 基本 向 
量 ， 则 已 知 曲面 方程 在 坐标 系 OX'y'z' 中 具有 如 下 形状 
和 
下 明 没 
Ep = de Iee Ril 《上 二 二 2.3) 
它们 的 混合 积 为 
rd 
一 一 一 
刀 了 可 是 阿 量 纵 * fs es 是 有 有 有 旋 的 ， 
如 果 绕 坐标 原点 旋转 举 标 系 Oxyx， 入 新 坐标 系 的 加 Ox" 
yy -> 池 -> 
Oy Ox 分 别 具 有 方 加 6，5;2%， 9， 则 已 知 曲面 的 方程 县 有 好 
下 形状 
1 | Ka Yi+ Ray T+ DA NY + Ag 


+ Da Ye 十 Da 十 222 十 35 于 + A 二 全， 


其 中 有 = Cends 十 如 1 本 从 1 点 ] 1 十 《eat 十 站 ss 本 
十 丰 24 开 下 瑚 十 Cafn 全 
(EF = 1, 2,3) (C3) 
og Haip (p= 1, 2.3) ‘4 


因为 向 量 ** 是 本 方向 ， 则 它们 的 坐标 必 满足 方程 组 《7 ) ， 也 
就 是 

A 克 1a 拓 下 二 呈 13 天 二 一 站 和 

Ht A T Mga = Asm pr (=1,2,3) C18) 

- 
向 (18》 和 等 式 (33 ， 我 们 得 到 


-Fy =: KR 二 《4 了) 了 + 《让 下 竣 大) 基 
= 


-= Ap Ct, + 症 让 二 A (Ere ) 
(CE, t= |, 2, 3) 
4 2 
若 外 =t， 如 er = ArlerD) =Ar (Cea = 1), 
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若 ef， 出 aro 0 (Len. 
因此 ， 定 理 得 到 证 明 . 

十 面 ， 我 们 研究 两 个 例子 ， 
俩 1 用 旋转 空 挽 化 向 方程 

BX + Ty + Oz — dxg + 4% — 10x+ 14)y+ Bs—6=0. 
解 i) 作 特 征 方程 

b-A4 0 -2 
二 = 2 


一 二 


或 
T1821 994—- 182=0 
解 此 方程 ， 则 得 六 =3， 和 =9， 和 = 人 
2 ) 在 行列 式 4 中 ， 它 的 元 素 是 由 方 称 组 (7 ) 的 系数 


组 成 的 ， 由 它 可 以 确定 向 量 cr= {714 ms， mr》 的 华 标 . 

对 于 每 个 2 值 ， 由 行列 式 4 的 某 两 行 元 素 构 成 一 个 矩阵 ， 
使 其 秩 等 于 2 ， 所 求 血 量 的 坐标 就 是 由 这 个 矩阵 元 素 按 轮换 顺 
序 构成 的 二 阶 行列 式 的 比 。 

当 ,= 3， 有 矩阵 


(1 
0 14 2 


了 i 2 
或 hi = 本 1 3 T+ 
mi 2 ] 2 
人 
1 "13 3” 3 
当 A; = 9, 有 和 犯 阵 
一 生 0 一 2 
( 0 一 2 , 


] 2 5 
ji, = 一 .-， = ,fj 
或 和 
->_r 1 2 31 
和 
党 A - b, 十 奸 隆 : 
( ] 人 9 --- 2 ) 
0 1 2 
由 些 ， 得 站 用 人， 
2 2 1 
或 1 := 本 3 a 
一 家 Th 可 ] 
民 ' = /2 —, - 工 | 
站 3 


一 > 一 ?> 一 和 


一 一 一 关 ~ -~ 
因为 全 ey 一 二 则 何 量 组 e.”， gz 4 Er 与 El Bor £3 有 不 
同 的 定向 ， 为 了 使 坐标 系 Ox'Y%' 与 Oxy% 有 相同 的 定 同 ， 公 


要 把 求 得 的 向量 之 一 《如 5;) 改 谈 管 号 就 可 以 了 。 这 样 ， 就 得 


到 j 
| 
3337 
| 
| 3 3” 3 
3 ) 按 公 式 
a = hdpt dmpt dats (p=1,2,3) 
求 得 


d= — 3, A = 9 ea = 0, 
因而 ， 已 知 方程 化 荀 为 
9x Or + Be — 6x + 1 -6=0 
例 2 用 旋转 灾 换 化 简 方 程 
x ott 4M — BXx— A ~ 1dx— dyt 11%+16=0. 
解 ” 作 特征 方程 
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或 1- 274-354=0., 
求 得 它 的 解 为 4- 和 ~- 一 3， 生 = 
妆 3 方程 组 《7 )》 为 
[f+ 呈正 dO | 
Df 二 
-di — 32m, T+ 48 一作 | 


这 个 方程 组 只 背 -个 狂 立 的 方 称 ， 如 


Df +m 一 Xi (a) 
-> 
贞 它 可 确定 基本 向 其 z.'。， 可 任 坡 -个 解 ， 旨 
i = 了 中 | = 人， x = 
各 4 
一 一 
基本 加 景 e. 的 坐标 fs 39 帮 。 也 满足 这 个 方程 ， 印 
2 二 由, 一 28， = Cb) 


由 于 向 时 忆 与 向 基 必 碧 直 ， 记 以 红 的 坐标 还 满 是 如 下 方程 


?人 


反 避 的 侯 标 【一 一 . 0、- 全 | 代入， 则 得 


-3 » 
/十 央 一 小 《 


解 册 (b) (cj 联 立 的 方程 组 
2, PM, 一 名 为, 一 0| 


/+ 
则 得 
fs A 
! 23 于 2 2 1 
， | 
in 1| | 1 1 1 0| 
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由 此 可 确定 frm R= 1 4;—1, 
或 -io 
FP 机 


因为 基本 向 量 6 眉 二 于 和 号 所 以 ， 对 于 4=6 不 必 


由 方程 组 (7 ') 求解 ， 方 程 (ay? 利 (b) 可 以 看 做 向 量 凡生 重 
直 于 向 量 {2 .1，- 3) 的 条 件 。 显 然 ， 商 量 12 ，1，- 2 :与 基 


本 向 量 呈 闪 线 。 因 此 得 


2 1 2 
i 二 二 .， MO 一 一 浊 ; 二 一 一 一 
过 蕊 二 
n 可 1 
即 el 
.3 号 也 ， 
按 公 式 Ro Ad otip + ask ( p=1, 2, 3) 


全 和 定 Hie = 0, A 一 ‘2, #3 = 一 1， 
因此 ， 已 知 方 程 化 简 为 
一 3X 一 3 二 有 2 一 202 +16=0 


34 有 心 二 次 曲面 的 标准 方程 


现在 ， 我 们 来 研究 有 心 二 次 曲面 的 标 淮 方程 ， 

由 定理 4 已 知 ， 任 一 二 次 曲面 的 一 般 方程 利用 旋转 要 医 玫 
可 变 为 如 下 形式 

有 区 下 二 

‘1) 

这 里 ，4.，4,，4， 是 特征 方程 的 根 ， 

因为 ， 方 程 《1 ) 确定 有 心 二 次 曲面 的 必要 充分 条 件 是 
= 4 和 0 所以， 4，42.，4， 部 不 能 等 于 鹤 ， 

在 这 种 和 茶 件 下 ， 方 在 (1 可 改 忆 为 
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和 2 一 ) 
『 re I 
+ 


+ 
使 得 新 坐标 系 的 原点 与 点 0( 一 名 一， 一 人-， 一- 重合， 
了 1 1 

则 方程 (1 ) 就 变 成 如 下 最 简 形式 

A (2) 
这 里 ， 

gs! EA a 

下 于 中 2 i, 1 里 


方程 (2 )》 述 可 以 接 以 下 几 种 情况 进行 分 类 ， 
1” 当 名， 的 符号 相同 ， 但 与 a 的 符号 不 司 ， 
这 时 ， 用 so 除 已 憩 方程 的 各 项 ， 且 令 


A -上 i _ i 4 _.1 
A A . a | bt 4 pa 人 
出 得 
| 入” wrt 中 
经 pa? 2 
这 太 是 我 们 已 知 的 椭 畴 面 的 标准 方程 . 


2° 当 4，4，i 的 符 导 相同 ， 并 且 与 a 的 符号 也 相 
同 ， 
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这 时 ， 用 4。” 除 已 知 方 程 的 名 项 ， 生 令 


A _ 1 A 1 A: | 
a a a a 
则 得 
a yr lt 
区 二 二 二 一 :一 = 一 1 (2 


因为 没有 任何 一 组 实数 满足 这 个 方程 ， 所 以 它 不 能 表示 任何 实 
的 几何 图 形 ， 但 这 时 ， 我 们 说 方程 名 表示 虚 掺 圆 面 ， 方 程 名 是 
它 的 标准 方程 ， 

3” 当 ij 的 符 导 相同 ， 并 县 su =0。 

这 上 时， 洛 令 


] 1 
[a 一 a 一 12.| = Bb |] 一 2 
则 已 知 方 种 变 为 
ml 多 Pr mr 
一 十 bi 十 cE 一 0 (3) 


因为 只 有 一 组 数 0 ，0 ，0 满足 这 个 方程 ， 所 专 它 确定 一 个 
点 。 信 此， 我 们 说 方程 轩 表 示 点 梢 回 面 ， 方程 侠 叫 做 点 焕 夯 面 
的 标准 方程 . 

4” 当 2,，， 中 有 两 个 符 导 相 阿 ， 并 且 4 "与 另 一 个 


符 导 相同 ， 
这 时 ， 用 <” 除 已 知 方 实 各 项 ， 且 合 
ll ll 4 .1 
a a + A b: 多 a 和 A 
则 得 
rt 上 st 
他 3 ce = © 


这 就 是 我 们 已 拓 的 单 叶 双 曲面 的 标准 方程 ， 
5 当 4 2 吊 有 网 个 符号 相同 ， 如 i，;， 并 且 与 
-的 击 的 符号 也 相 同 ， 
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这 时 ， 用 < 除 己 知 方程 的 各 项 ， 且 念 


A 1 A A 1 
TE 
a 全 ia ¢ i 
间 得 
wt py wl 1 加 
A a: 中 


这 就 是 我 们 已 知 的 双 叶 双 昌 面 的 标准 方程 ， 
6” 当 X44，4:，N 中 有 两 个 竺 号 相同 ， 如 4， 4， 并且 


人 一 0, 
这 时 ， 令 
1 1 1 
FE 一 -去 |2 | = pp EN + 
则 得 
se yy di 
a Ob U 


这 就 是 我 们 已 知 的 二 次 锥 面 的 标准 方程 ， 
由 于 记述 可 知 ， 有 心 二 次 曲面 只 有 6 种 ， 
例 判定 方程 
和 十 再 天 十 名 十 2xy 十 6X% 二 22Y% 一 2x 十 By 十 2 三 作 


所 表示 曲面 的 类 型 并 求 其 标准 方程 . 


解 ” 因 为 
] 1 3 
I ;=|1 $3 | -as 
3 1 1 
所 世 ， 己 禾 划 面 是 有 心 的 . 
作 特 征 方 程 
1]-2 1 3 
d4=| 1 5 一 1 = 0, 
| 3 1 1 一 多 
或 i- 7+ 36=0, 
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解 之 ， 得 41 - 3. A. 二 6, A = 一 2, 


利用 行列 虑 J 的 行 元 素 ， 对 每 个 4 值 求 向 量 中 = (i 
克 ， Hi 的 堂 标 ， 
AL = 3， 有 定 泗 


(人 1 ) 
1 也 1 


由 此 ， 得 fi := 【:1:~1i, 


] l 1 
上 = 一 一 - = 一 一 二 
或 1 、 1 3 了 可， 
了 1 1 1 
| 二 1 = 一 -二 -一 ， - -去 上 
V3 v3 Vv 
当 4-6， 有 和 插 阵 
一 5 1 ) 
( | 一 1 1 
由 此 ,得 /im,:# ] :2:1, 
| 2 1 
瑟 让 二 一 
或 SS “6 vw Bb 
一 六 | 2 1 \ 
By 二 4 
下 {2 6 vw 64 


1 1 

fy = Hy 0, = 二 

或 3 yr 1 = 773 
中 = -Ll 0 一 
ve 


中 


一 > 一 -> > 一 ?> 一 一 》 
轩 为 #) pp 二 一 也 所 以 se1， Bs 3 ls Er ¢} 有 不 同 的 


= 


定向 。 为 了 使 坐标 系 Ox'y'z" 与 DOxyx 有 相同 的 定向 ， 只 有 双 


夏 访 个 他 72 一 的 符 导 即 可 ， 例如 改变 tw 的 符号 ， 则 得 
7_7 1 1 L 


按 公式 
GE 本 十 Hap 十 34 
求 得 
rt 人 :6 证 :2 
| 四 Ho 一 wb 和 a 六 
所 以 ， 方 程 化 向 为 
2 12 4 .1 
fH 二 一 一 各 二 办， 
Sx + By — 2% rE EJ 3 
把 方程 再 改写 为 
| 1 ~° 1!_. 1 3 zy 
3 + 二) +6 (2 gr ( 本) 
-1=0., 
作 平 移 变 换 
1 
oh 
1 
re yy! 二 1 
7 6 
wr rt 
V2 | 
则 得 


XI 十 By'™*— os 上 ] = 0， 


202 


由 方程 可 以 看 出， 曲面 是 单 叶 双 曲面 ， 其 标准 方程 为 


rr Pp bee 


i 
(5) (7 (3) 
对 于 有 心 二 次 曲面 - ' 般 方程 的 化 简 ， 也 可 先 平移 后 旋转 ， 


也 就 是 ， 先 把 华 标 原点 移 到 二 次 曲面 的 中 心 ， 消 去 一 次 项 ; 名 
后 ， 再 进行 旋转 变换 消去 坐标 的 乘积 项 ， 


$5 无 心 二 次 曲面 的 标准 方程 


现在 ， 我 们 来 研究 无 心 二 次 曲面 的 标准 方程 

我 们 已 知 ， 任 一 二 次 曲面 的 一 般 方 程 利用 旋转 变换 可 以 莹 
为 如 下 形式 

A + A A + OAR DA + Da + a =0 

C1) 

这 里 ，4\,，4.， 胃 是 特征 方程 的 根 . 

方程 《1 ) 确定 无 心 二 次 曲面 的 必要 充分 条 件 是 天 = 
dd 二 0。 因此，4,, 2,, 4， 中 至 少 有 一 个 等 于 零 ， 人 但， 1 六 不 
能 同时 等 于 零 ， 否 则 方程 就 不 是 二 次 的 ， 这 与 已 知 条 件 矛 盾 。 

下 面 ， 我 们 按 几 种 具 址 情况 加 以 研究 ， 

1” 当 ,24 中 有 一 个 等 于 零 ， 例如 而 =0， 但 4 站 0, 
0 并且 40, 

这 有 时， 把 已 知 方 程 (1 〉 变 为 如 下 形式 


di 经 
lx X 十 + 一) | 了 十 et 一 ) + DA! 
. 


| [2 人 
+ 
L 2 ” 


EA ) | ， 好 
(y+ -a "+ a7) 


4 


fe A 
或 


二 全 
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这 里， 


， 2 
Ri -i 一 3 . 
原作 坐标 系 的 半 移 变换 

a) 
A | 
ft 一 ' 一 2 ， 
oo a | 
区 | 一 名 pp | 


使 得 新 坐标 原点 与 0，( ~ 人 4， 健生， 447】 重合 ， 则 | 
曲面 方程 变 为 


站 PE 二 A 
容易 看 出 ， 这 个 方程 有 旭 下 两 种 形式 
1 ) 当 A 与 A 辣 导 时 


上 


x ) ~ 
-二 ( 一 ~>0) (1) 
; 7 丰 9 
2) 当 刻 上 怕 i 异 导 时 
trm pHi 
- _ 一 一 = + (> (2 


这 就 古 我 们 已 知 的 桶 圆 抛物 面 和 汉 曲 抛物 面 的 标准 方程 ， 

2” 当 XA， 可 中 有 -~ 个 等 于 等 ， 例 如 *;=0， 人 得 
0， 并且 2 = 0 

这 时， 马 知 方程 《1 ) 变 为 如 下 形式 


"二 
和 


全 :二 A 
A(x R tas (1 by | 


| 


， 
J | 
XxX! 二 w" 和 
| 
用 
并. 
1 了 了 FP | 
Y=7 — ,~ 
| 
co 一 - er ; 


则 得 
AN | 2 
不 难看 进 ， 这 个 方程 可 能 有 如 下 几 种 情况 ， 
1 ) 当 XA，2 问号 ， 呈 与 ,不同 号 ， 则 得 
me 和 


pe 二 Tp 二 - 1 (3 


2) 当 名 问号 ， 且 与 2 同 号 ， 则 得 


x 一 十 一] (1) 

a a 
3) 当 , 训 同 于， 但 4 = 9， 则 得 

ae yy 

二 3 
1) 对 Fe 4 个 同 号 ， 但 a 0 则 得 

ik: 3 

1 ® 
5 ) 3 1 i 个 问 地， 而 且 = 旋 ， 旭 得 

stir 人 四 

fT -p70 WW 


我 们 已 知 ， 方 程 避 、@ 基 椭圆 柱 面 、 双 曲 柱 面 的 标准 方 
程 ， 方程 四 叫做 虚 兢 加 柱 面 的 标准 方程 。 方程 加 表示 一 条 和 直 
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线 ， 可 以 看 做 退 化 的 椭圆 柱 面 。 而 方程 侣 表示 一 对 相交 的 平 
面 ， 可 以 看 做 退化 的 双 曲 柱 面 . 
3” 当 名，4.，2: 中 有 两 个 等 于 零 ， 例 如 .==0， 但 
A 三 0， 面 且 4.:，&4 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 ， 也 束 是 4 1 
4 -0, 
大 #4 0， 则 曲面 方程 《1 〉 可 写 为 
A Tt Da K+ Da + DA t+ a = 0 
下 灾 形 为 
4 (x + 4) + Oa + 2 (zx 十 A ) = 0, 


可 


a 
六 ! 二 
4 = A 
人 
按 公 式 
Fr 
X= 半生 A 1 
4 
| | 
-二 
if 
wi 好 
2 


曲面 方程 变 为 


A 十 Da 9 十 2 一 六 
背 绕 Cix” 轴 对 坐标 系 0O'x"y"'w' 进行 旋转 变换 〈 旋 转角 
为 的 


i -一 
站 = 人 Cos 一 %" "SINng 
3 "snp+ "cosp | 


其 中 
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则 曲面 方程 化 简 为 


Mx" to a ta H"=0 


成 Mo 十 2870 ® 
这 就 是 我 们 已 知 的 抛物 柱 面 的 标准 方程 . 
4” 当 ia，i 中 有 了 两 个 等 于 零 ， 例 如 = 如 = 小 但 
te0, WH 4 = 4 = 0, 
在 这 种 情形 下 ， 方 程 (1 ) 去 为 
2 (x + A 全 + a 一 A 0 


由 4 


者 令 :WH 一 a ~ Pk 


a 
了 _ 14 
A 
i rr 
2 = 
名 二 


而 上 曲面 方程 变 为 


rn ty 
hx "ta, = 人 0 


这 个 方程 可 能 有 如 下 二 种 形式 


世 
a, 
SS 的 


A 


xX! 二 从 人 

方程 鲜 表 未 一 对 平行 平面 ， 方 程 网 表示 一 对 大 平面 ， 方 程 
四 表示 一 对 重合 平面 ， 

由 上 所 述 可 知 ， 无 心 二 次 曲面 具有 坟 种 ， 

例 把 方程 

DX 十 中 十 3% 十 十 22 十 2 一 4 十 BY 一 2% 十 3 二 人 必 
化 而 为 标准 方程。 

解 因为 


|]2 2 1 
"| 2 | 
1 1 3 


所 让 ， 己 惹 .二 这 此 面 是 无 心 的 ， 


作 特 征 方程 
一 1 2 1 | 
j= 2 2C—i 1 三品 
! 1 1 小 一 上 
或 A 7 104=0, 


解 此 方程 ， 得 到 A =2, A,= 5 =O, 

利用 行列 式 4 的 行 元 素 ， 对 每 个 1 值 求 向 最 ox = 《ii 
jzsy 25 的 坐标 ， 

当 | 二 2， 有 有 乔 阵 
(, 机 

2 站 1 
轩 此 ， 得 ! 坝 |; 下 | 二 [:1:—2, 
1 1 2 


区 f= .一 + | 一 = 一 一 一 


本 “Bb 


一 = 
( ， 一 六 1 


由 此 ， 得 .到 ,二 1:1:1 


或 1 一 | mm 二 下 > -- 1 
A Ww 4 轧 
— 
1 
(3 ww3 ww3 


或 1 = 一， Wy = #3 二 洛 , 
WA ww 
—y 
rl .1 0l 
即 《3 i、 区 7 7 0 


一 一 一 一 一 # 一 一 
因为 ev er 6 = 二 所 以 半生 6 与 汐 标 系 0xyx 有 相同 
的 炬 由， 
根据 公式 


t+ 
do = pt Gm + Gyan, (p= 1, 2, 3 
| 6 Ba 9 
A 二 和 fs 一 0, wi 总 二 
局 | 


于 是 ， 曲 面 方程 次 为 
Ax E+ Ex ~ Boz'+3=0. 
把 名 再 改 为 


并 作 平 移 变 换 
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> 
艺 二 名 "十 2 | 
则 得 
Px" + BY 一 5 20 
或 DX By BV rr。 
因此 ， 已 知 昌 向 臣 椭 加 抛物 面 ， 它 的 标准 方程 为 
| 0 


由 上 述 讨 论 可 以 普 出 ， 对 于 无 心 二 次 曲面 一 般 方程 的 化 
向， 必须 先 旋转 后 平移 ， 


86 二 次 曲面 的 分 类 


总 插 起 来 ， 三 元 二 次 的 一 般 方 程 ， 可 以 通过 坐标 系 的 旋 
转 、 平 稀 变换， 把 它 化 简 为 如 下 五 种 最 简 形 式 

L XRT + ta A 0 

ET XX thal + 2ae=0 (0 d= 

| 访 关 十 4 二 (A 所 人 20 2 = 0, 43, = 0) 


Fi A = 二 宅 2 十 G3 = 


v¥ 四 人 兴 十 a 一 0 部 1 A 一 A 一 0 4 = a 一 0 ) 
这 五 种 最 名 形 式 ， 进 而 还 可 以 化 简 为 逢 边 讨 论 过 的 17 种 标 
准 方 程 . 


同时 ， 我 们 已 经 知道 ， 三 元 二 次 的 一 般 方 程 ， 它 确定 的 一 
次 曲面 有 17 各 类型， 其 中 有 心 的 种， 无心 的 11 种 ， 
现在 ， 我 们 把 这 17 种 类 型 列表 策 下 ， 
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圈 回 摘 物 耐 
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续 直 


再 面 和 名称 


曲面 形状 


医 
司 
党 
Ei 
殿 


虚 顶 问 柱 面 


戏曲 柱 面 


氛 物 柱 面 
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类 扩 标准 六 程 | 曲面 形状 | 前面 名 和 
15 A ] ] 下 子平 
| pd | 
-一 一 一 一- _ 一 - 
可 
16 总? 十 7 二 人 | 对 罕 笠 用 
一 对 重合 二 
17 了 和 = 和 对 
| , 
习题 


1. 已 娄 华 标 平移 变换 公 我 为 x=#x 一 4， y=Y+2，5=2+93。 试 
求 瓜 44(4,6,1}、BC2,3; 一 2 ，CC- 2,3,4) 在 新 坐标 系 中 的 坐标 ， 
2. 已 并 点 时 在 旧 、 新 坐标 系 中 的 坐标 为 MC2,3,1) 和 "0, 1,91， 
试 求 坐 奈 平 秘 变 换 公 式 ， 
3. 已 知 一 点 时 (31 一 2)， 若 点 好 为 平移 后 的 新 坐标 共 的 原点 ， 
试 求 
C1) 得 党 标 原 点 在 新 坐 项 系 中 的 坐标 ; 
(2 成 320) 在 新 坐标 系 中 的 学 标 ， 
《31 凤 有 4 关于 沙 标 原点 的 对 称 点 在 新 坐标 系 中 的 上 坐标 ， 
4 忆 若 点 A( 一 1.3,3) 在 平移 后 新 人 举 标 票 的 0'x'y” 平面 上 上。 点 
B3152) 站 Oyz 平面 上 成 CCi,0,1) 在 O'w'zt” 平面 上 ， 试 求 满 
二 此 条 件 的 笃 慰 平移 变换 公式 ， 


213 


5， 闭 举 标 原 上 所 平和 标 盎 点 村 (2,3) 仆 ， 试 变换 下 列 方 程 
C1Y 3Y- 5y+62-1= 0 
y—2 z—3 


本 一 一 
Er 


3 4 n 


CY XE yy +19 = 人 0, 
6。 试 证 ， 不 半 称 变 措 下 ， 忆 有 
Vr +t ya 1 + (2 01 
= A te 1 + 
_ _ 六 2 
7. 已 知 旋转 后 的 新 坐标 轴 上 的 三 个 单位 向 量 为 ; < {- 工 ， 卫 ， 


2 wf 21 下 12 2 ] 1 ， = A 
EE 7 = | EE a 3? 人 一 了 和 试 求 瞧 标 恋 搞 公式 


2 _1 
3 了 


和 品 Pi-1,1,0) 在 新 坐标 系 中 的 坐标 。 
3， 验 证 下 列 二 个 向 量 下 次 作为 新 党 和 装 系 中 三 个 轴 芋 的 单位 向 量 ， 


A 2 ww 6B 
一 j 
< 2 
中 ga 
~ i 11 
3 ve’ wel 


9, 已 知 相 互 牌 直 的 三 条 站 继 pis = Y= Ey ps: 区 二 


J 
= 了 
pr 


P= -3 3y=0 试 求 忆 此 三 条 直线 为 新 坐标 轴 的 坐标 上 守 换 公式 ， 
10. 设 宇 间 任 一 点 虹 (x;y,2) 经 施 转 变换 后 的 坐标 为 好 ”or y') 2")， 
试 证 ; wy 
11. 将 坐标 系 绕 0? 轴 旋转 下 ， 变 换 方程 
区 十 3 十 3 十 232 Bt=0 
32， 试用 坐标 系 的 旋转 变换 消去 方程 
XY 
中 的 ys 项 。 
13， 已 知 于 萌 形 的 顶点 AC-10,5,4),B(5, 3,4), CC -9,9,1), 
试 确定 - 举 标 黎 换 ， 使 二 角形 ABC 在 O'w'y' 平 面 上 ，A 点 为 新 的 坐标 
原点 ， 互 点 任 Ox 轴 的 正 向 上 ，C 点 的 纵 举 标 y' 守 0, 
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1d4。 试 确定 -- 坐 标 变换 公式 ， 全 和 平面 方程 2x + y+2z2+ 80 人 安 换 为 
x 二， 
15. 判断 下 列 曲 面 是 理 有 了 中心， 若 丰 中 心 ， 试 求 之 ， 
C1 dx + Oy + 927 try + 12x2 ay 3dr TOy+7 = 个 ; 
C2) Sx + y+ 9s — [2xy — xe + 12% ~ S62= 0 
CY x Dy tay- dx -BT+ 10y= 0: 
{A sty 2 + ry 12%+By-9=0 
(DY dx + DY dy D2 一 4 一 和 一 各 三 办 ， 
16， 由 和平 逢 变 撞 化 简 下 烈 有 心 曲 面 方程 ， 
CY x + ay +22 + ry 2 dy ds= 0 
二 二 
C7 二 二 
17, 已 知 申 面 的 中 心 海 OC0,0, -1), 旧 通过 点 好 (20 一 1)， 它 与 
[3 Axy -1=0 
Oxy 平面 的 交 线 为 | 试 求 此 曲面 方程 。 


如 一 和 


18。 试 证 : 对 任意 实数 20,5， 方程 4 ~ 22: +r+oy+ss=0 均 表 
未 无 心 贡 面 、 并 求 曲 备 顶点 的 轩 迹 . 
19， 试 证 : 则 而 为 无 心 的 必要 竟 失 条 任 是 
10 + 01 sd da = ay + Ed 十 下 1 
其 中 iG,7= 1,2,3) 是 上 昌 面 方程 中 二 次 项 的 系数 . 
20， 试 求 下 到 二 次 曲面 特征 方程 的 特征 根 ， 
人 人 二) x ety +t 二 aey -dy2 + 1X 3=0, 
2 
十 富 二 人 
Cd 24 + BY? + CvY 1 
21. 试 求 下 州 曲面 的 让 方向， 
(C1) 2rF + ve — Be? + Dry -34— dy- dz+2= 0 
CY x y+ 52 -xy — LXE+ 2Y% + 和 9 = 0 
C3) r+ yd — dry ~ BYys ~ 6%+ 二 24 二 0, 
22。 已 师 间 面 方程 为 《3287+y+ -一 一 有 ?二 yy 一 83, 试 确定 它 是 
什么 由 面 ， 
23。 巨 旺 曲 面具 有 三 个 两 两 垂直 的 对 称 乎 而 Tl1%w+y+2=0， 
12X 一 一 2 和 TY 一 5+l=0 媒 通 过 点 490 0， 吾 K1 1，- 
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CeO, 1 , 试 求 此 曲 六 方程 ， 
24. 一 柱 面 通过 两 点 A010, 一 1》 和 和 BC(2,0,2)， 且 具有 通过 御 线 
的 一 对 称 平 只 Kj x 2y+3-0 和 1T~z= 人 0 试 求 此 柱 面 方程 。 
25。 已 麟 -一 旋转 曲面 的 旋转 轴 荐 0z 轴 ， 且 曲 加 通过 点 .41 00， 
BC 1;])， CC0,1,2)， 试 汶 此 上 曲 加 方程 ， 
[bd 
?6 。 试 证 ， 幸 线 y brmt 和 山 面 Ax: + By: t+Czs:+D=0 
=c+Hi 
相 切 的 必要 充分 条 件 旦 
Ant Bbm+iCcmn: = (Cal + hm 十 《了 + Bb 二 万 二 六) 。 
27。 用 旋转 变换 化 简 下 列 方程 ， 并 写 出 举 标 变 光 公 式 ， 
(13 5X + By + Sa + doy — Br2+ dys— 27 = 0; 
C2 x +aY + ~ DE D2 
二 1 于 = 
28.， 闭 别 下 齐 有 心 出 面 的 形状 ， 
tC 1 Gx” 一 全 7 十 在 2 + A 二 dy 一 93s+1= 0; 
{2) ity + 3 — ry 2x7— DYE — 4 + RY 125+14= 0 
【33 mt oy BE dy — 14 dy+ d+ 16 = 0 
Ca di Sy + 5: dxy + dy + dry 42+7 二. 
29， 化 简 下 列 无 旋 昌 面 方程 为 标准 形式 ， 
{C1Y 2 十 5 十 252 dxy— drs + 2y2 + ox 0y -22—1= 0 
二 于 
3) dx Fy + de? -dry FT BrT oddys 19x— I2y+62=0, 
30. 人 履 箭 下 到 出 面 方程 为 标准 形式 ， 并 指出 其 形状 。 
CY Ty 一 了 2 一 YY 二 SYS 
C2Y 43 一 0 
[37 89 ~ FY + DX 一 302 二 2Y 二 一 33 一 5= 0 
Cy 人 二 下 0 
{5 yi — rytre— y+ ox- y= 0, 
31， 斌 证， 方程 2 + 3y*7 32 一 dxy 一 Axs 2y2+2y -25+1= 人 0 
霄 示 一 条 直线 ， 并 求 此 直 妈 方 程 ， 
32. 已 知 昌 面 方 种 5 和 十 3%? 十 652 和 二 一 全 2 十 症 Y2 十 3X 十 2Yy+ 吕 二 届 
确定 一 旋转 曲 而 ， 试 未 通过 尝 标 原点 和 曲面 旋转 轴 的 半 面 方程 . 
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第 二 部 分 “空间 解析 几何 
学 习 指 导 


第 -一 章 ”空间 坐标 系 学 习 指 导 
一 本 章 要 点 


这 一 章 主 要 是 建立 坐标 系 〈 空 间 直 角 溪 标 系 、 极 浇 标 系 及 
柱 面 坐标 系 ) 和 定义 点 的 些 标 ,使 空间 里 的 点 与 有 序 三 数组 建 
闻 对 应 关系， 从 和 而 就 可 以 用 有 有 序 三 数组 ( 操 的 华 标 ) 来 表示 至 
间 太 的 位 置 ， 特 别 是 ， 由 于 使 动 点 与 变数 对 应 起 来 ， 扣 的 运动 
规律 就 可 以 用 点 的 坐标 所 满足 的 关系 式 表示 ， 也 就 是 说 ， 作 为 
点 的 集合 的 空间 图 形 ， 就 可 以 用 点 的 党 标 所 满足 的 方程 来 表 
示 。 这样， 就 可 以 通过 对 方程 代数 性 质 的 讨论 ， 来 达到 研究 和 
了 解 它 所 表示 的 图 形 的 几何 性 质 的 目的 。 因 此， 举 标 系 是 用 解 
析 法 来 研究 图 形 几 和 铭 性 质 的 基础 ， 


二 基本 要 求 


1 掌握 二 种 坐标 系 的 构成 及 点 的 三 种 坐标 的 定义 
2 ”注意 球面 坐标 、 柱 面 坐 标的 取 值 范围 ， 
3 ”理解 和 掌握 空间 中 所 有 点 与 所 有 有 序 三 数组 的 一 一 对 
局 关系 ， 已 知 点 的 坐标 会 措 点 ， 已 知 点 会 求 其 举 标 ， 
4 熟知 和 将 蛛 位 置 点 的 坐标 特征 ， 
5 注意 培养 空间 想 信 能力 . 
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三 内 容 分 析 


1 空间 直角 坐 蒜 勾 与 直线 上 的 坐标 系 
人 们 对 客观 事物 的 认识 总 是 由 简单 到 复杂 .由 低 比 到 高 级 ， 
空间 直角 化 标 系 的 建立 也 是 这 样 。 丰 中学， 我 们 曾 学 习 过 直线 
上 的 坐标 系 一 -~ 数 轴 约 概念 。 在 直线 二 任意 选 定 一 个 原点 ， 确 
定 一 个 正 向 和 一 个 长 度 单 位 ， 这 样 度 构成 了 直线 上 的 伏 标 系 
一 一 数 轴 ， 有 而 使 直线 上 点 与 实数 建立 了 “一 一 对 应 关系 ” 。 
数 轴 上 三 卫 所 对 应 的 实数 称 为 了 点 的 坐标 (图 1) ， 
后 求 ， 人 人 有 们 根据 科学 
-- 技术 发 展 的 和 项 要 ， 把 数 轨 
-一 直线 上 的 毕 标 系 ， 完 
图 1 后 推广 为 平面 上 及 空间 的 
直 骨 坐标 杀 ， 粗 略 来 说 ， 
给 本 一 个 数 轴 ， 再 加 上 与 它 垂 直 的 一 个 数 轴 ， 就 构成 了 平 而 直 
角 昔 标 系 。 在 此 基础 上 ， 青 加 上 一 个 与 前 丙 个 数 负 都 垂直 的 第 
三 个 数 轴 ， 就 构成 了 空间 直角 上 坐标 系 。 简 言 之 ， 有 共同 原 上 成 ， 
相同 长 虚 单 位 ， 彼 此 疏 二 和 且 排 定 了 次 序 的 三 个 数 轴 就 构成 了 空 
间 下 角 蔡 标 系 。 在 空间 选 正 了 一 个 下旬 坐标 系 ， 就 使 空间 所 有 有 
点 与 所 有 有 序 三 数组 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 。 在 实践 中 ， 这 
万 面 的 例子 是 很 多 的 ， 便 如 ， 影 院 的 一 张 电 影 旧 上 印 着 “楼 下 
{1 楼 ) 二 排 3 号” 字样， 这 实际 上 就 是 用 (1，2，3) 三 
个 数 碧 定 一 个 点 的 位 壮 ， 
2 右手 系 与 灾 手 系 
我 们 所 说 的 空间 直人 骨 举 标 系 Oxyx 中 把 三 个 轴 按 Ox 和 困 
(第 一 个 坐标 贡 ) 、Oy 轴 〈 第 二 个 坐标 加 ) 、Ox 轴 (第 三 
个 坐标 轴 ) 的 族 序 排 息 来 ， 惟 和 右手 拇指 、 食 指 和 中 指 的 先后 
次 序 一 样 ， 所 以 称 这 样 的 治标 系 为 厂 手 系 ， 反 之 称 为 左手 系 ， 
如 讲义 中 的 图 3 上当 图 4， 
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av 


有 四 上 述 可 知 ， 只 町 右 手 系 吉 可 以 使 室 间 点 与 有 序 三 数组 之 
间 人 建立 一 一 对 应， 那么 ， 为 什么 还 要 提出 走 手 系 呢 ? 这 是 因为 
在 物理 学 中 ， 用 坐标 法 来 计算 某 些 物理 量 时 ， 在 右手 系 中 得 到 
的 是 久 信 ， 在 左手 系 中 得 到 的 是 正信 ， 为 了 研究 问题 方便 ， 这 
时 往往 选用 去 手 系 。 
这 里 指出 ， 誉 标 系 Oxyz、OFs* 
、\ 及 Ozxy 炙 为 右手 系 ， 尚 标 系 Oxz7、 
Ozyx 本 Oyxz 加 为 左 于 系 . 总 
\ 之 :Ox，OQy，0O% 三 个 轴 接 图 2 中 
+ 道 时 针 来 排列 ， 无 论 哪 一 个 在 前 ， 
江 为 布 也 系 ， 人 否则 为 左手 系 ， 
图 2 习 外 ， 当 第 一 个 轴 正 同 技 右手 
四 个 指头 握 葵 转 同 第 二 个 销 正 咎 时 ， 大 拇指 的 指向 就 是 第 三 个 
辅 的 正 回 ， 也 和 谷 怡 是 右 螺旋 的 前 进 产 向 ， 改 右手 系 亦 称 为 右 衣 
系 f 辣 理 ， 左 手 系 也 称 为 左旋 杀 ， 
3 空 同 后 与 有 厚 三 数组 
卓 头 的 第 一 章 第 一 节 已 经 证 明了 空间 点 与 有 序 三 数组 之 间 
是 一 一 对 应 的 ， 这 帅 一 一 对 应 关系 是 十 分 重要 的 。 因 为 只 有 一 
一 对 应 时 ， 才 有 确定 的 意义 ， 才 ;能 使 “ 形 ”、“ 数 ”互相 转 
化 。 这 个 问题 比较 直观 的 例子 就 是 上 面 提 到 的 电影 票 一 例 ， 如 
果 有 岗 组 不 同 的 数 对 应 同一 个 座位 ， 则 显然 达 不 到 用 数 确 定 座 
位 的 目的 ， 
根据 点 与 有 序 三 数组 的 一 一 对 应 ， 当 已 知 空 间 一 点 时 ， 就 
林 求 出 其 坐标 ， 另 一 方面 ， 知 道 了 汲 标 ， 就 可 以 描 出 它 记 民 下 
的 后 ， 
下 面 ， 我 们 进一步 说 明 ， 如 何在 一 张 约 上， 也 就 是 在 平面 
上 上 ， 蚂 军 间 坐标 系 以 及 在 一 品 ? 的 坐标 x.y,* 已 条 时 ， 笔 样 
把 点 了 在 纸 上 徊 出 来 。 在 平面 上 而 立体 图 总 是 有 很 大 局 限 性 
的 。， 在 纸 上 画 立体 图 ， 不 可 避免 地 会 出 现 这 样 情况 ， 空 间 不 间 
的 点 (空间 位 置 不 癌 ) ， 邓 在 纸 (平面 ) 上 上 时， 可 能 有 相同 的 
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位 置 。 旦 然 这 个 问题 较为 复杂 ， 但 是 这 时 介绍 -~ 种 画图 法 ， 按 
照 这 种 田 法 ， 往 往 获 得 较 好 的 了 体感 和 直观 的 效果 . 
假定 我 们 用 的 是 一 张 方 客 纸 
(图 3 }， 上 面 印 着 一 族 纵 和 和 模 的 平 
行 线 ， 行 距 相 等 。 取 适当 的 詹 线 和 
横 线 的 交加 为 原 咸 O， 从 口上 起 同 厂 
> 的 导线 为 Oy 轴 的 正 镶 ， 同 上 的 射 
” 线 为 0x 轴 的 正 向 ， 向 左下 方 的 对 角 
线 为 0x 轴 的 正面 ， 在 纸 上 ， 令 
0y 轴 和 0x 输 的 单位 长 相等 ， 但 


Ox 辆 的 单位 长 则 等 FY 换血 


活 说 : 若 以 0y 轴 和 0x 轴 的 单位 长 作 下 方形 ， 则 在 纸 上 ， 
令 0x 轴 的 单位 长 等 于 正方 形 的 对 角 线 的 一 半 。 这 样 , 直观 上 就 
会 觉得 这 三 个 轴 上 的 单位 长 是 大 体 相 同 的 ， 有 了 以 上 的 作法 ， 
已 知 一 点 声 的 坐标 x*,)% 慨 可 以 在 纸 上 兽 出 了 点 的 位 置 ， 如 图 
4 或 图 5 。 摘 图 时 ， 近 处 描 粕 些 ， 远 处 描 细 些 ， 就 量 得 有 立体 


Er 

一 一 一 一 Plx,y,z) 
2 

2 | 


图 4 图 8 


4 空间 极 坐 标 系 与 平面 极 坐 标 系 
我 们 学 过 平面 上 的 极 坐 标 系 ， 在 该 坐标 系 中 ， 平 面 上 后 的 
坐标 是 用 数 对 〈p， 由 来 表示 的 。 在 半 面 上 导入 极 坐 标 系 ， 实 
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图 昌 


际 土 是 由 一 组 同心 贺 太 一 
组 过 圆心 的 射线 组 成 的 ， 

如 图 6， 直 更 上 看 去 , 稼 生 
风力 网 ， 对 于 平面 七 《 除 
0 战 外 ) 任 一 点 并, 就 是 由 
间 心 避 中 的 一 个 加 及 过 图 
心 的 一 条 射线 殉 定 的 。 换 
名 话说， 平面 上 的 每 个 后 
村 ， 一定 企 茶 个 同心 图 有 的 
图 周二 和 通过 阅 必 的 某 一 
射线 上 。 所 以， 所 有 的 间 


心 轩 与 过 图 心 的 所 有 射线 的 交点 ， 布 满 了 整个 平 曾 ， 

对 于 空间 的 极 学 标 系 ， 请 况 就 比较 复杂 了 . 在 此 坐标 系 
中 ， 室 间 任 一 点 并 (不 让 0% 轴 上 ) 与 数组 六 中 9 一 一 对 
应 ， 其 中 ?表示 线段 0M 的 长 度 , 即 任 一 点 将 到 极点 的 距离 。8 
表 基 方位 第 ， 也 可 以 说 是 由 于 点 与 0% 轴 所 深 定 的 平面 对 于 盘 
标 面 Ox% 记 转 过 的 币 度 ， 由 8 值 的 变化 ， 构 成 过 Dx 轴 的 平 面 


i ee ee 


束 ; 2 者 示 开 项 第 ， 即 射线 Oz 与 钱 跨 口音 的 夹 利 ， 当 ?了 不 
加 值 时 ， 就 构成 一 组 以 极点 为 顶点 的 共 陋 点 的 图 乱 。 因此， 寻 
入 空间 极 举 标 系 ， 事 宣 上 大 由 过 射 绕 08 的 平面 束 ， 与 极点 中 


离 为 了 ff 挛 比 ) 的 出 心 球 及 以 
极点 汶 融 点 的 图 锥 族 所 组 成 
的 。 空 间 的 每 一 点 则 ， 就 是 由 
回 心 球 、 平 夯 束 及 共 顶 圆锥 族 
确定 , 时 三 曲面 变 只 (如 图 ?了 )。 
有 了 这 个 直观 形象 ， 就 不 难 出 
忆 馈 碟 的 极 堂 标 去 寻找 它 的 空 
国 亿 前 本 ， 


例 旭 ， 已 知 点 术 (2, 开 ， 
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开 )， 画 出 点 对 的 位 置 . 
(1) 三 出 六 逢 为 ?的 球 ， 


(2) 过 0x 射线 作 与 平面 0x% 成 9- 工 的 平面 得 与 丈 


面 交 线 EEP， 
(3) 以 0 为 顶点 ， 作 与 Ox 世 工 的 圆锥 而 交 C 五 于 NM 


位 大 日 是 指 从 极 轴 Ox 到 0E，g 是 指 从 OM 到 0%， 
男 和 外， 容易 误解 N 也 满足 条 件 。 其 实 NN 只 满足 ”了 =2,， y= 


二， 而 0=zt+ 丁 ， 显 然 不 是 点 旭 的 位 置 。 


2 罕 间 二 和 角 坐标 系 上 与 空间 极 上 从 标 系 及 柱 面 坐标 系 

我 们 知道 ， 空 间 百 角 坐 标 系 是 平面 直角 尝 标 系 的 推广 ， 而 
空间 执 坐 标 系 (或 称 球 区 坐标 系 } 各 柱 而 坐标 系 则 是 平面 极 坐 
标 系 的 推广 。 

这 三 称 坐 标 系 的 共同 点 和 是， 者 是 用 有 序 的 三 数组 来 确定 空 
间 点 的 在 置 。 度 然 如 此 ， 同 一 点 在 不 同 党 标 夭 中 的 举 标 ， 在 一 
定 条 件 下 可 以 互相 转化 ， 

虽然 就 本 质 圭 来 看 三 者 作用 一 样 ， 但 是 也 有 不 同 之 处 ， 由 
于 在 三 列 之 中 ， 三 数组 的 几何 意义 不 同 ， 这 样 就 使 直角 坐标 系 
中 的 成 号 有 上 友 三 数组 间 是 一 一 对 应 的 .但 由 定义 知 ， 在 空间 极 
学 标 系 与 柱 面 坐标 系 中 ， 点 与 硝 序 三 数组 一 般 趟 是 一 一 对 应 
的 。 尽 管 如 紫 ， 在 我 们 规定 的 条 件 下 ， 在 空间 极 坐 标 系 与 柱 面 
学 标 系 中 ， 人 全然 可 使 空间 点 与 有 序 二 数组 建 并 一 一 对 应 关系 
对 此 ， 下 辐 以 极 坐 标 系 为 例 予 以 说 同 ， 

, 庙 在 空间 极 坐 标 村 中 一 成 天 的 华 标 为 0 中，8， 和， 也 可 以 
表示 为 人 ,0+ 28 他， 还 可 以 表示 为 全， y+ 2 或 他， 
b+ 328mp+ 2kn) (其 中 不 为 整数 ) 等 等 ， 这 样 对 用 解 忻 法 研究 
几何 图 形 带 来 很 大 不 和 便 ， 所 以 ， 要 保证 一 一 对 应 关系 ， 必 须 加 
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上 限制 条 件 ， -xpsz 和 0<9<z。 特 别 是 要 除去 0% 轴 上 上 
的 点 ， 因 为 Ox 轴 上 的 点 与 其 坐标 间 仍 不 能 保持 一 一 对 应 关 
系 。 因 此 ， 在 空间 极 华 标 系 中 ,讨论 成 与 实数 组 间 的 对 应 类 
系 ， 要 特别 注意 这 一 点 。 

这 里 指出 ， 本 局 今后 主要 用 空间 直角 学 标 系 ， 但 是 在 《 数 
学 分 析 》 或 其 它 学 科 中 ， 有 些 问 题 应 用 极 举 标 系 和 和 柱 面 举 标 系 
比较 方 重 ， 如 球面 和 分 和 柱 面 积分 等 ， 

6 图 形 与 方程 

关于 空间 解析 几何 学 的 基本 问题 ， 仍 然 和 平面 解析 几何 学 
的 研究 方法 类 似 ， 一 是 给 了 图 形 求 其 方程 ， 二 是 知道 了 图 形 的 
方程 ， 通 过 对 方程 的 讨论 来 研究 图 形 的 几何 性 质 , 

我 们 知道 ， 在 空间 直角 坐标 系 下 ， 点 与 有 序 三 数组 是 一 一 
对 应 的 。 但 是 ， 一 个 代数 方程 并 不 一 定 总 代表 某 一 个 曲面 ， 然 
面 这 并 不 影响 我 们 用 解 术 法 来 研究 几何 疝 题 ， 国 为 一 个 代数 明 
面 总 可 以 用 一 个 方程 表示 出 来 。 一 个 代数 曲面 ， 无 非 是 一 个 如 
尽 按 某 种 规律 运动 形成 的 ， 这 个 规律 就 是 建立 它 的 方程 的 基本 
条 性 。 如 一 全 妹 心 在 型 (z， 5 站 点， 半径 为 六 前 球 面 ， 可 以 
看 做 一 个 动 点 卫 ， 在 运动 过 程 中 距 点 并 的 下 次 始终 为 只， 融 卫 
的 变化 (运动 ) 是 绝对 的 ， 但 在 运动 中 相对 于 点 前 的 距离 是 不 
守 的 。 这 个 灾 中 的 不 开 训 是 建立 几何 等 式 的 条 件 ， 卫 

IMP| = 
此 几何 等 式 转 化 为 方 和 
(一 人 十 人 一 的 二 人 一 C1) 

其 中 ，(x,y，%) 为 动 以 了 的 价 标 ， 导 出 这 个 方程 虽然 要 用 两 
点 间 原 离 公 式 ， 其 实 ， 它 又 蚜 看 做 是 贺 揭 方程 的 自然 推广 ， 

男 一 方面 ， 给 出 了 一 个 图 形 的 方程 ， 谣 可 以 通过 方程 来 研 
容 几 柯 图 形 的 性 圳 ， 讽 加 者 给 出 了 方 各 (1〉》， 很 明显 地 可 以 
理 出 ， 它 表示 以 点 前 《4，#， 疏 为 球 心 ， 以 为 半径 的 球面 ， 
通过 这 个 简单 例 本 打 各 ， 用 解析 法 研究 几何 图 形 是 比较 简便 
的 ， 
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1 在 空间 取 定 了 其 有 共同 康 点 和 相同 度量 单位 且 排 定 了 
顺序 的 三 个 互相 冬 直 的 数 轴 ， 这 样 就 建立 了 空间 直角 此 标 系 ， 

在 直 坐 丢 系 中 ， 空 间 里 所 有 点 与 全 体 有 序 三 数组 之 问 建 
立 了 一 一 对 许 关 系 。 和 圭一 点 所 对 应 的 数组 叫做 该 点 的 坐标 . 

因为 每 一 点 所 对 应 的 数组 止 好 是 该 点 在 Ox 轴 ，0y 轴 和 
0x 轴 上 的 射影 所 对 应 的 数 x，y，%， 所 以 这 样 的 三 个 数 也 称 
为 点 于 的 坐标 . 

2 在 空间 里 取 定 一 条 射线 Os， 过 定点 口 作 垂 直 于 Wx 的 
平面 0Qxy, 在 平面 Dxy 上 上， 以 口 为 根 点 且 以 射线 0x 为 极 轴 建 
立 极 惟 标 系 ， 这 样 也 就 站 空间 导入 了 极 举 标 系 ， 或 称 球面 些 标 
系 。 

在 给 定 的 空间 极 举 标 系 中 ， 由 点 型 所 确定 的 有 阿 线 外 CO 草 
的 长 度 7, 点 前 在 平面 Oxy 上 射影 8 的 极 角 2 和 射线 0% 与 ON 
的 夹 角 9, 国 柚 点 于 的 极 仅 标 ， 其 中 0S 委 六 ep， 一 妈 二 有 co， 
DPA, 

当 极 角 取 主导 时 ， 即 当 0 和 927 时 ， 除 0s 办 上 点 之 
外 ， 空 间 里 所 有 点 与 其 极 堂 标 间 建 这 了 一 一 对 应 关系 。 

3 ”在 空间 直角 坐标 系 Oxy% 的 Oxy 平面 上 ， 建 并 以 原 
点 口 为 极点 ， DOx 轴 为 极 轴 的 极 党 标 系 ， 这 样 世 吏 在 空间 引信 
了 柱 面 坐标 条 ， 

对 于 不 在 Ox 加 上 任意 一 点 ， 它 症 Dxy 面 上 射 彤 为 中 ， 
用 p,9 表示 0 点 的 平面 极 誉 标 ， 用 % 的 绝对 值 表示 点 8 到 前 
的 距离 ， 则 pp，8,，% 叫 微 才 点 的 柱 面 坐标 。 其 中 ，0<p 夺 9， 
0 ~ oo, 

除 Ox 轴 上 点 钉 ， 空 间 里 所 有 点 与 三 数组 p，9。% 建 卫 了 
一 一 对 应 关系 。 

Ox 轴 上 点 的 柱 面 华 标 通常 是 不 定 的 ， 


臣 世 半 


1) 


向 
oo 


空间 证 点 的 坐标 间 的 关系 式 
空间 点 的 位 角 举 标 与 极 坐 标 变 换 式 : 


x = Tecosdsing TT 二 
y= sindsing 9=tg-! 之 
= COs ~ 


空间 里 点 的 直角 坐标 与 福 面 坐 标 变 获 式 ， 


w= peosg P= 二 
y= psing 9=tg-! 汪 
x 
高 二 旋 
乞 二 站 、 
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第 二 语 ” 问 量 代 数学 习 指 导 


一 本 划 要 点 


本 章 介 绍 了 加 基 人 代数 的 基本 知识 ， 讲 述 了 同 量 的 定妆 有 政 其 
形 示 方法 : 锥 后 重点 介绍 了 操 量 的 线性 运算 (耐量 的 加 减法 及 
数 乘 向 量 ) 和 乘法 运算 《向 苦 的 数量 积 ， 向 量 积 、 混 侣 积 以 及 
二 重 问 量 积 )y 。 尼 外 ， 还 提 到 了 向 量 的 革 上 玻 应 用 。 

在 引入 向 量 堂 标 之 后 ， 我 们 就 能 用 数量 去 刻画 向 量 的 大 小 
和 和 方 上 名， 由 寺 把 向 居 作 为 计算 对 象 ， 它 其 省 和 数量 基本 相 回 的 
运算 规 符 ， 这 议 为 我 们 用 代数 法 研究 几何 问题 提供 了 可 能 和 方 
便 ， 另 一 方面 ， 对 于 向 量 也 可 以 不 通过 坐标 系 ， 直 接 把 代数 运 
算 引 六 到 几何 中 来 ， 解 决 某 些 问 题 有 时 也 比较 方便 。 所 以 向 量 
代数 在 自然 科学 及 工程 技术 中 民有 比较 广泛 的 应 用 。 和 需 副 强调 
的 是 ， 铅 量 代 数 是 学 习 空 加 解 析 几 何 的 基本 工具 ， 读 者 要 玉 以 
足够 的 重视 。 


二 基 木 竖 求 


1 理解 并 掌握 同 量 及 其 坐标 的 基本 慨 念 ; 

2 理解 和 掌握 向 量 的 加 减法 、 数 乘 、 数 显 积 、 回 量 积 、 
混合 积 以 及 二 重 问 量 积 等 基本 概念 ; 

3 ”要 特别 熟悉 问 景 的 治标 表示 、 几 和 何 性 质 和 运算 规律 ， 
能 够 融 练 地 利用 回 量 吝 标 进行 运算 ， 

4 ”会 判定 问 量 的 相互 位 置 关系 ， 济 能 用 四 量 代数 知识 解 


226 


决 某 些 问题 。 


内 容 分 析 


有 


1 向量 的 概念 


本 节 主 要 讲述 了 加 量 的 概念 及 其 表示 方法 ， 同 时 ， 还 给 出 
了 阿 量 的 横 、 单 位 阿 量 、 零 向 量 、 白 由 向 量 、 相 等 疝 量 、 相 反 
呵 和 量 、 共 线 癌 量 良 及 共 面 癌 量 等 茶杯 概念 。 这 些 都 是 问 量 代数 
中 最 重要 的 基本 知识 ， 震 要 很 好 举 据 ， 
几 虚 说 明 ， 
1 数量 与 咎 量 
在 我 们 掺 过 到 的 一 些 量 中 ， 有 的 在 取 定 单位 以 三 ， 用 一 个 
实 烙 就 完全 能 把 它 表 示 出 来 ， 如 距离 和 体积 等 ， 这 就 是 大 家 所 
熟知 的 数量 ( 纯 量 》 .另外 还 有 一 类 量 ， 只 用 大 小 -个 实 
数 ) 不 能 完全 把 它们 表 未 山 米 ， 还 必须 指出 甚 方 加 才能 完全 确 
定 。 警 如 说 ， 从 刀 地 阿 过 北方 向 走 10 佣 到 达 呈 地 ， 这 里 所 说 的 
位 移 ， 显 然 丰 一 个 民有 大 小 又 有 方向 的 量 ， 类 假 的 基 很 多 ， 邵 
力 、 力 利和 伴 ， 昌 然 饭 们 的 物理 意 交 不 一 苯 ， 但 从 数学 上 来 看 ， 
它们 的 共同 晨 扣 龙 鼎 有 大 小 允 有 方向 ， 因 此 就 把 这 类 量 统 称 为 
同 量 《和 拓 量 ) ， 
2 问 量 与 有 间 线 自 
我 们 知道 ， 儿 何 申 的 有 向 线 有 段 不 仅 有 长 短 ， 而 有 生还 有 方 
问 。 因 为 有 同 线 英 晤 直 驶 ， 所 以 也 常 时 有 向 线段 米 胡 示 向 量 ， 
如 用 有 向 线段 48B 肖 示 与 它 相 等 的 向 量 4 (图 3) 。 用 模 ]A4B| 来 
有 表示 “的 大 小 ， 计 清点 顺序 4 一 > 
a 革 米 表示 2 的 方向 。 在 今后 的 学 习 
4 中 ， 对 于 有 向 线 自 与 向 量 是 不 加 
图 8 别 的 。 不 过 应 当 福 意 ， 如 果 一 个 向 
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晶 表 示 - 一 物理量 时 ， 它 的 模 表示 物理 量 的 大 小 ， 它 的 方向 表示 
物理 量 的 方向 ， 其 中 覃 的 单位 ， 可 根据 所 表达 的 物理 量 而 任意 
选 牙 。 例 如 , 若 取 一 厘米 长 来 表示 一 公斤 的 力 , 则 三 公斤 的 力 ， 
就 要 用 与 力 同方 向 的 3 座 米 长 的 有 向 线段 来 表示 。 正 因为 有 向 
线段 可 以 表示 向量， 所 以 向 量 的 大 小 ( 模 ) 也 明和 伍 向 量 的 长 度 ， 
在 今后 的 学 习 中 ， 大 家 可 以 看 到 ， 用 有 向 线段 来 表示 向 量 ， 对 
于 向 量 的 研究 会 带 来 很 多 方便 ， 

3 单位 向 量 与 零 向 量 

单位 向 景 与 零 向 量 都 是 常用 的 特殊 向 景 ， 单 位 向 量 是 检 长 
为 1 的 向 量 ， 因 为 它 的 华 标 就 是 和 它 同 方向 的 向 量 的 方向 余 开 
( 兄 87) ， 所 以 常常 用 它 来 表示 方向 ， 也 就 是 说 ， 谈 到 一 个 单位 
向 景 时 ， 往 入 都 是 指 与 某 一 秽 量 或 某 一 方向 具有 相同 方向 的 单 
位 向 量 ， 如 Ox 轴 正 向 的 单位 向量 常 记 作 # 向 量 的 单位 向 曲 
记 作 “等 ， 单 位 向 景 对 于 与 它 共 线 的 向 景 来 说 ， 往 往 还 能 起 到 
度 景 单位 作用 ， 总 之 与 单位 向 量 共 线 的 一 个 向 量 可 用 这 个 单位 
向 量 表示 出 来 ， 比 如 者 一 个 向 量 < 的 粮 等 于 5， 则 直观 上 可 以 
很 象 得 到 ， 可 用 其 单位 向 量 z 表示 之 ， 即 = 5 2 

需要 注意 ， 共 线 的 二 单位 向 量 不 一 定 要 等， 这 是 因为 ， 昌 
然 这 两 个 单位 向 量 的 模 相等 ， 但 方向 不 一 定 相同 ， 因 为 共 线 的 
两 个 向 量 方向 可 能 相同 ， 也 可 能 相反 ， 

零 向 量 也 是 客观 存在 的 ， 比 如 大 小 相等 方向 相反 的 两 个 力 
作用 于 物体 同一 点 上 ， 物 体 的 位 置 显然 不 会 变动 ， 迁 常 我 们 把 
这 个 合力 看 做 零 向 是 ， 并 记 作 0 ， 以 表示 与 数 *0 ? 相 区 别 ， 零 
向 晤 在 向 最 运算 及 解决 实际 问题 中 者 是 不 可 续 少 的 。 以 后 就 会 
看 到 ， 只 有 定义 了 零 疝 量 才能 说 任意 一 向 景 相 加 或 作 向 量 积 ， 
其 结果 仍然 都 是 向 量 。 零 向 量 的 大 小 为 0 ， 其 方向 不 定 ， 这 是 
因为 ， 一 个 向 量 的 指向 方向 ) ， 是 指 由 始点 到 终点 的 方向 ， 
而 零 向 重 的 始点 与 终点 重合 ， 所 以 它 的 方向 不 定 。 也 就 是 说 ， 
它 的 方向 是 任意 的 。 在 实际 问题 中 ， 可 以 根据 需要 来 选 定 它 的 
方向 ， 对 此 ， 以 后 在 数 景 积 和 向 量 积 的 说 明 中 ， 内 可 看 到 实 
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霜 . 

4 上 自 册 河和 量 与 径 向 量 

日 让 问 量 与 和 芷 癌 量 一 者 既 有 区 别 又 有 联系 。 我 们 所 研究 的 
问 量 除了 特别 声明 外 ， 今 后 一 般 所 说 的 向 量 都 指 自由 宙 最 ， 即 
在 保持 长 度 和 方向 不 变 的 情况 下 ， 可 以 自由 移动 。 这 是 因为 ， 
对 于 困 量 ， 我 们 只 考虑 天 小 和 方 启 ， 所 以 用 有 疝 强 肛 表 示 向 量 
时 ， 根 据 需 要 始点 可 任意 选取 。 也 就 是 说 ， 长 彦 相等 方向 相同 
个 铅 量 . 

我 们 已 经 知道 ， 几 是 始点 选 在 华 标 原点 的 向 量 都 出 做 徐 向 
景 ， 也 就 是 说 ， 径 铅 量 的 始点 都 周 定 在 举 标 原点 。 由 于 每 个 自 
由 向量 的 始点 尼 本 移 到 坐标 原点 ， 因 此 空间 每 个 占 由 向 量 都 与 
相 它 相等 的 径 癌 量 可 以 看 成 一 个 向 晤 ,而 每 个 径 向 量 终 点 的 些 
标 咒 是 它 本 呈 的 坐标 ， 所 以 可 以 把 向 向 景 看 成 与 点 一 一 对 应 ， 
因此 有 半点 的 疝 题 的 讨论 可 以 归结 为 向 芋 的 讨论 ， 警 如 可 以 把 
一 条 曲线 或 曲面 看 成 径 疝 量 终点 的 轨迹 。 


2 问 量 的 加 减法 


本 节 泪 要 给 出 了 加 法 的 定 准 、 法 则 以 及 运算 规律 。 其 次 ， 
指出 了 其 逆 运 算 -一 向 量 减 法 。 

儿 点 说 明 ， 

1 二 第 形 活 则 与 平行 四 边 形 法 则 

丫 量 加 法 也 是 从 物理 学 中 抽象 出 来 的 ， 如 图 9 中 的 0 点 连 
续 作 两 次 位 移 ， 先 后 到 达 O" 点 与 0” 点 ， ， 若 两 次 位 移 分 别 用 
向 量 和 表示 ， 两 次 位 移 记得 到 的 向 量 00》 用 向 量 。 天 未， 
40” 则 向 量 。 就 是 向 量 z 和 向 量 5 的 合成 ， 

由 于 这 种 合成 作为 - 一 种 运算 在 形式 上 与 

实数 相 加 很 相 象 ， 所 以 把 向 量 。 叫 敌 向 

量 4 与 的 和 ， 并 且 也 采用 实数 相 加 的 

符号 “+”， 且 记 作 
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一 > ”一 少 


站 


上 面 求 - ~ 向量 和 的 方法 是 采用 三 角形 法 如 作 图 的 。 从 物理 
上 再 知 ， 求 二 向 量 4 与 的 和 ， 也 可 采用 平行 四 边 形 法 则 作 
图 ， 这 两 种 作 罗 结 保 是 一 样 的 ， 因而 ， 二 向 量 # z 与 的 和 记 可 
用 平行 四 过 形 法 则 来 定义 ， ， 

例 ”对 任意 二 非 零 癌 重 4 与 2， 按 向 量 加 减法 法 则 ， 求 其 
和 与 差 。 

所 得 结果 加 图 10 所 示 。 在 
这 里 和 与 差 都 是 图 10 中 一 中 基 
已 才 为 近 的 平行 四 边 形 的 对 角 
线 问 量 ， 人 也 需要 区 别 哪 条 对 解 
线 是 和 , 万 条 对 角 线 是 关 , 并 且 


图 10 还 要 注 僻 对 骨 线 回 可 的 方 奇 ， 
2 人 何 量 加 法 与 实数 加 法 
1 ) Ao 


一 -下 -> 一 > 
2 T+t{- #)=0 


(tor ero a) 

,以 上 四 条 按 定义 作 图 是 显然 成 立 的 。 由 此 可 见 ， 如 果 将 向 
量 4 ,上 5, ,0 分 别 秆 为 实数 4,，5，rc，0， 则 上 述 运 算 规 律 了 
对 .这 般 说 明了 ， 癌 量 加 法 与 实数 可 法 运算 规律 相同， 头面 ， 
问 量 加 法 可 以 象 实数 加 法 那样 去 演算 。 

3 ”向量 运 算 中 的 等 式 与 不 等 式 

我 们 知道 , 实数 和 四 量 都 有 相等 的 概念 。 此 外 , 实数 还 可 以 
比较 六 小 ， 闭 么 这 种 关系 是 否 也 可 以 推广 到 向 量 呢 ? 我 们 说 不 
可 以 。 按 击 量 定义 ， 我 们 期 道 


2 


a = 或 4 = 3 
孝 没 有 壮 义 。 但 向 量 的 模 是 实数 ， 所 以 

EA 
篆 有 意义 ， 这 是 向 晤 与 实数 的 重要 区 别 ， 特 唱 是， 讲义 中 提 到 
的 三 角形 不 等 式 

1 

下 


在 有 意义 的 ， 向 二 在 证 明 不 等 式 的 某 些 问题 中 是 有 用 的 ， 


5 ”向量 与 数 的 乘积 


本 节 主 要 给 出 了 数 乘 向 量 的 定义 及 其 运算 规律 。 
几 点 说 明 ， 
1 数 乘 问 量 的 几何 意义 
实数 与 向 景 “ “的 乘积 12 旦 一 个 向 量 , 它 的 长 度 是 #2| = 
Te 414 的 方向 是 当 4X0 时 ， 与 « < 同 向 ， 否 则 与 z 反 
疝 ， 当 1- 0， ;A -0 时 。 方 向 不 定 ， 根 据 上 述 定义 ， 从 直观 
:来 看 ，2 4 就 是 把 伸缩 | 让 倍 ， 若 1<0， 腕 表示 还 要 改变 
方向 《图 11》 ， 
2 数 乘 问 帮 的 运算 规律 
1) 结合 律 
apa) CA a 
? ) 第 一 分 配 律 
1Ca + -14a +1b 
3) 第 二 分 配 律 
QH 
这 里 需要 指出 的 是 ， 上 述 规律 对 任意 实数 %，# 及 任意 疝 
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量 “，4 朝 成 立 。 从 抽 是 关 六 F 
至 少 有 一 个 为 零 或 4 了 EA 
个 轨 凡是 时 ， 向 最 加 让 
及 数 乘 向 量 可 知 ， 结 论 亦 真 ， 
Ca 由 上 述 规律 可 以 看 到 ， 铅 量 
®t 11 的 线性 这 算 完 全 可 以 象 数 量 多 项 
式 那样 去 演算 . 


例 ”车 向 量 a z 与 不 共 线 、 斌 证 
Ca ba by op 


一 > -一 -> 一 3 
j 正 人 
= 如 + (De 一 by) “可 法 闭合 律 ) 
= 和 -re 二 【一 ay 人 ( 数 磁 第 -一 分 配 律 》 
-了 + (加 法 交换 律 ) 
-- [a Caynre +13 (加 法 结合 律 ) 
=2 5 ， ( 数 乘 第 二 分 配 律 ) 、 
亲 以 看 出 ， 闪 上 述 向 看 多 项 式 运 算 ， 如 果 把 向 量 4， 上 分 
别 看 做 实数 a，5， 则 上 面 的 演算 恰 是 多 项 式 演算 . 


34 问 量 的 线性 关系 


本 节 是 前 几 节 的 代数 概括 ， 利 用 向 量 的 线性 运算 给 出 了 向 
量 间 的 线性 关 条 ， 其 中 主要 定义 了 问 量 的 线性 相关 与 谎 性 无 
关 ， 

几 点 说 明 ， 

1 名 晤 问 绕 性 关系 的 代数 意义 和 儿 何 意义 ， 

我 们 已 经 知道 ， 对 于 已 给 的 * 个 向 量 4; GG = 1，2, -…，#)， 
若 存在 不 都 等 于 零 的 个 数 it = 1，2,…， 力 ,使 得 


2308 


一 一 生 一 一 也 
A 1 十 坟 , 十 和 二 凡 5 好 二 0 


则 称 这 # 个 向 晤 是 线性 相关 的 , 主 则 称 为 线性 无 关 的 。 这 是 从 代 
数 和 角度 给 出 了 回 量 间 线 性 相关 (或 线性 无 关 》 的 定义 。 进 一 步 
说 ， 上 所 谓 # 个 问 量 线性 相关 是 指 这 # 个 问 量 间 彼 此 有 如 下 关系 ， 
# 个 回 旺 中 对 少 有 一 个 向 量 ， 可 用 其 余 *- 1 个 向 量 的 一 次 阿 量 
多 项 式 表示 出 来 。 友 之 ， 如 果 它 们 之 问 疫 有 这 种 关系 ， 就 称 它 
们 是 线性 无 闫 的， 从 几 何止 末 看 ， 两 个 向 量 是 线性 相关 的 ， 贴 
它们 总 是 共 线 的 三 个 向 量 若 是 线性 相关 的 ， 则 它们 总 是 共 面 
的 ， 以 工 这 些 结论 ， 反 过 来 出 成 立 。 

2 ”一 组 癌 量 的 级 性 关系 与 其 中 部 分 向 量 的 线性 关系 ， 

关于 问 量 间 线 性 关系 ， 我 们 有 如 下 命题 ， 

有 一 组 回 量 4， 4，…s ar 中 有 一 部 分 向 量 线 性 相关 ， 则 
这 # 个 回 量 记 线性 相关 。 

证 “对 正 整数 m(m<i， 设 5 全，…， 妈 线性 相关 ， 则 
有 不 同时 为 0 的 吉 个 数 A=1， 2 存在， 使 得 

1 十 … 二 ,= 0， 

故 有 和 2 "nl 0 A 十， 0 十 式 系 
数 至 少 有 一 个 不 为 零 ， 因 此 # 个 问 有 量 也 线性 相关 ， 

上 述 售 题 也 可 叙述 为 ; 

若 向 量 4， 4 ， … 4 线性 无 关 ， 则 其 中 部 分 问 量 世 线性 无 


本 命题 有 如 下 重要 几何 意义 ， | 
1 ， 者 一 向量， 如 不 平行， 中 a 0, d= 人 0. 
2 ) 若 2. ds A 三 个 问 晤 共 面 ， 则 它们 每 两 个 不 来 


85 向量 在 轴 上 的 射影 
为 了 便于 研究 向 量 的 坐标 必 向 量 的 乘法 运算 ， 并 对 它们 进 
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行 几何 解释 ， 本 节 王 要 给 出 了 铅 量 在 轴 上 射影 的 定义 及 其 基本 
性 质 ， 

几 点 说 明 ， 

1 射影 向 量 与 向 最 的 射影 

向 量 45 在 办 # 上 的 射影 庙 量 ， 是 指 过 空间 两 点 4, B 作 竹 
直 于 轴 #* 的 平面 e，A 这 一 平面 与 销 交点 分 别 为 4 了， 
出 疝 量 款 疡 即 为 AB 在 负 x 上 的 射影 向 量 (图 12) 。 网 量 A3 
在 办 x 上 的 射影 是 指向 量 A1B' 在 轴 # 上 的 代数 值 ， 这 里 所 谓 
“ 轴 ” 是 指 规定 了 方向 的 直 
钱 ， 所 谓 “ 代 数值 ”就 是 平面 
解析 几何 中 的 有 周强 段 所 对 应 
的 数 ， 即 表示 A7B' 长 度 的 数 ， 
再 加 上 表 惧 Bi 方向 的 正 ( 奥 ) 
号 ， 若 A'B' 的 方 钢 与 轴 4 方 光 
一 致 ， 则 向 量 AB' 在 轴 # 上代 

图 13 数值 为 止 ， 咨 则 为 人 负 ， 
2 两 -让 公式 
时 (bh ry: - 竺 .2 时， 了 
时 ,44 - 1 射 。2 

这 两 个 公式 分 别 说 明了 ， 一 向 量 和 在 轴 上 的 射影 等 于 每 个 
向 量 在 办 上 射影 之 和 ;， 数 乘 向 量 在 畏 上 射影 等 于 向 量 在 轴 上 射 
影 再 乘 以 这 个 数 ， 这 里 折 要 指出 的 是 ， 不 要 误 认为 前 一 个 公 趟 
是 由 分 配 律 得 来 的 ， 后 一 个 公式 是 由 交换 律 得 来 的 ， 这 种 看 法 
是 错误 的 。 因 为 射影 的 记号 “ 射 , x ”是 不 可 分 割 的 整体 ， 只 
要 注意 讲义 中 公式 的 证 明 就 不 会 产生 误解. 


36 ”向 量 的 坐标 
向 量 虽 然 不 是 数 ， 但 却 可 以 象 数 那样 去 运算 、 那 末 ， 向 量 


3 


与 数 以 及 它们 的 运算 之 间 有 什么 关系 呢 7? 为 了 明确 这 种 关系 ,本 
节 引 入 了 了 向 最 坐标 的 概念 ， 有 从 而 使 问 量 与 存 序 三 数组 建立 了 一 
一 对 应 关 系 ， 拒 回 重用 数 类 表示 ， 使 敬 量 的 运算 转化 为 坐标 加 
的 数 最 运算 . 

可。 


例 ” 试 证 三 个 向 其 sw 
坐标 行列 式 为 0， ~、 

证 ”因为 已 知 三 个 回 量 2&4， as， 有 共 面 的 必要 充分 条 镍 是 
全 在 个 同时 为 堆 内 二 个 数 和 9， 各 和 食 得 


3 yy 
A 4 a i A = 


根据 向 量 沟 标的 定义 已 知 ， 一 个 向 组 ft 的 尝 标 是 其 控 基 本 上 向 量 
了 了， 二 分解 的 系数 . 所 以 可 设 


Gd = Xf Fk (2 =1, 2, 3) 《站 


3 


丸 共 面 的 必要 充分 条 件 是 它们 的 


如 时 


印 


A Yd dy dy 0 
入， 十 开关 ,工交 家 
车 把 由 ，4， 市 看 成 森 型 数 ， 则 此 方程 组 有 不 为 零 揭 解 的 必要 
充分 条 件 是 
~ | 
re 
1 Xs J ,| 
由 本 例 可 兄 ， 吓 煞 三 个 阿 量 共 面 是 几何 问题 ， 相 可 用 部 知 
的 代数 向 识 子 以 解决 ， 
这 里 和 震 于 强 遇 的 是 ，(* )}) 式 是 把 向 量 的 各 种 运算 转化 为 数 
量 运 算 的 基础 ， 了 所 以 一 定 要 熟 记 ， 


AT 上 A A = | 


= 0 


$37 向 量 的 方向 余弦 


为 1 确定 思量 的 方 四 ， 努 于 过 行 运算 ， 本 节 定 尽 了 方 疝 祭 
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弦 ， 并 且 讨 论 了 方 问 全 纺 的 性 质 。 此 外 ， 还 指出 了 用 方向 数 也 
可 确定 向 量 的 方向 ， 

儿 点 说 明 ， 

1 方向 角 与 方向 余 欧 

我 们 知道 ， 向 量 “ 与 坐标 加 QOx, DQy，0Oz% 的 正方 何 的 夹 角 
4， 避 了 圳 伏击 量 a 的 方向 角 ， 其 中 , 0 所 0， BY 了 sr 它们 的 
余 芯 cosa，cosB，cos7 叫做 向 量 4 的 方 商 余 车。 方向 余 荡 之 
所 以 能 和 确定 向 量 的 方向 ， 这 是 因为 ， 当 0 和 gc， 记 7<m, 及 一 1 
COSA COSAB cos7 之 1 时， 在 这 个 范围 内 的 角度 和 其 余 号 
值 之 间 构 成 -一 对 应 关系 ， 就 是 说 ， 已 知 向 量 4 在 0 到 7 之 癌 
的 一 个 方向 角 时 ， 就 能 在 - 1 到 1 之 问 得 到 唯一 与 之 对 应 的 一 
个 余 蜂 值 ， 反 之 ， 已 知 向 量 4 在 - 于 到 1 之 问 的 一 个 祭 芝 值 ， 
厌 能 在 0 到 = 之 间 得 到 唯一 与 之 对 应 的 一 个 方向 角 ， 所 以 方向 
余 嘴 与 方 回 角 一 样 ， 也 能 确定 贺 基 的 方向 ， 而 了 由 于 它 的 方向 
余弦 易于 求 得 ， 易 于 运算 ， 所 以 常用 它 表 示 向 量 的 方 铅 ， 便 
旭 ， 模 为 工 的 乍 向 景 的 终 扣 轨迹 形成 一 个 球 人 而， 即 所 谓 单位 球 
而 ， 所 以 方向 余弦 也 可 以 说 是 用 一 个 单位 球 画 土 的 点 来 表示 方 
问 。 在 天 文学 上 就 是 如 此 ， 用 一 个 所 谓 天 球 上 的 点 来 表示 星体 
的 方位 。 

2 方向 余 芯 与 方 身 数 

方 西 数 站 方向 余 纤 一 样 ， 节 可 用 来 确定 向 量 的 方向 。 在 日 
髓 生活 中 我 们 知道 ， 从 一 点 沽 着 一 个 方向 看 去 ， 所 能 看 到 的 点 
形成 一 条 射 缓 OP， 以 口 为 始点 ， 以 OP 上 任意 一 点 为 终 眠 的 
所 有 问 量 赂 与 射线 OP 有 相同 方向 ， 我 们 设 一 向 量 D4 = {cosa， 
cosB，cos7} 为 这 一 方向 的 单位 商量 ， 显 然 其 坐标 即 为 这 一 方 
回 的 方向 余 敬 .如 果 将 04 党 标 乘 上 所 有 正 数 , 则 得 到 这 一 方向 
所 有 问 攻 之 坐标 ,每 一 组 举 标 芭 可 表示 这 一 方向 ,所 以 都 叫做 这 
个 方 加 的 一 组 方向 数 。 可 见方 向 数 是 与 方向 余 荡 成 比例 的 数 ， 
因此 它 是 方向 余 疙 的 推广 ， 反 过 来 ， 知 道 了 任意 一 组 方 识 数 ， 
尼 所 代表 的 方向 的 方 癌 余 球 就 容易 求 得 了 ， 不 过 ， 一 个 方向 的 


已 


方 疝 余 强 是 唯一 确定 的 ， 而 方向 数 则 有 无 穷 多 组 、 而 且 ， 方 向 
数 不 一定 是 方向 余 络 ， 而 方向 余 芯 总 可 以 看 做 方向 数 。 显 然 ， 
在 至 间 中 ， 每 一 个 方 癌 的 方向 数 是 一 组 不 同时 为 0 的 有 序 三 数 
组 

例 1 若 衣 a= 43*"，8=135",，7=60”， 问 a，B, 7 能 否 
构成 某 一 方 沿 的 方向 角 ? 

和 解 我 们 已 和 烦 ， 任 ~- 方 向 的 方 同 余 问 的 平方 和 公式 为 

CDS COSH+ Cosy* = 1, 

I Cosr deose1352 + Cos60” 


(与) (+) 


} 
| Tr 


由 


所 以 ,上 式 不 满足 平方 和 公式 , 因此 45",135°, 60" 不 会 构成 某 一 
方向 的 方向 朋 。 这 就 是 说 ， 并 木 是 任何 三 个 角 都 能 构成 基 一 方 
器 的 方 河 角 ， 或 者 说 ， 并 不 是 任何 三 个 角 的 余 藤 都 构成 某 一 方 
闻 的 方向 余 获 ， 
_、 例 2 斌 求 以 cos45"，cos135"，cos60” 为 方向 数 的 向 量 
4 了 的 方 问 余 欧 ， 

解 ” 任 何 一 组 有 序 三 数组 〈 实 数组) ， 都 是 以 在 点 为 妈 
点 ， 以 这 三 个 数 为 促 标 的 点 为 终点 的 径 向 量 的 一 组 方向 数 ， 所 
以 ， 以 cos45"，cos135*，cos60。 为 方向 数 的 向 量 # 的 方向 余 
强 加 以 求 出 ， 册 方向 余 殖 性 质 ， 可 设 

(acD3sd5 人 六 十 CDST35 + (AcoOsBO"Y*:=1 


由 人 动人 
则 = 
nh 


237 


因而 
-， | ， 
3 ? 1 1 
vo vf va 
所 以 (一 -入 ， 二 与} 就 是 所 求 的 方向 余弦 


上 上述 隘 个 例子 说 明 ， 45 ,135° ，60 ， 虽然 不 构 谍 此 一 方 呵 
的 方 庙 角 ， 它 们 的 余 喀 也 不 构成 这 个 方 同 的 方 沿 东营 ， 但 它们 
作为 方 呵 数 可 确定 一 个 方向 , 


$8” 回 量 的 数量 积 


本 节 给 出 了 同 量 的 数量 积 的 定义 ， 几 和 何 性 质 ， 运 算 规 律 以 
及 坐标 表示 。， 由 于 数量 和 可 以 解决 度量 问题 中 两 个 最 基本 的 殿 
一 一 长 度 和 和 角度， 所 以 ， 数 量 积 是 比较 重要 的 概念 。 

几 总 说 明 ， 

1 数量 积 的 引出 

由 数量 积 的 定义 剂 道 ， 两 个 向 量 作 数量 积 得 到 的 结果 是 与 
它们 本 身 稚 然 不 间 的 量 一 一 数量 对 此 ， 我 们 以 物理 堂上 为 所 
作 鸭 功 为 例如 以 说 明 . 一 质点 居 在 力 < 的 作用 下 的 位 移 为 了 
则 力 所 作 的 功 等 于 它 在 位 移 方向 的 射影 ， 即 为 || cosp (= 


过 #8， 如 ,再 梯 以 位 移 的 距离 10|， 册 
HW = a 6 cosop, 
一 > ”一 人 
这 里 4， 上 # 汐 癌 旺 ， 而 功 呈 只 有 天 小 没有 方向 ， 了 好 玉 为 一 数 
量 。 当 0 所 ?< 时 ， HH 为 正 数 ; 当 9 -= 本 时 ， 玫 = 当 


4 号 


村 忆 9Sz 时 ,于 为 负数 ， 这 类 例 子 和 在 物理 学 中 很 多 。 在 数学 中 ， 


把 由 二 向 量 了 和 所 确定 的 三 个 数 14| 、151 和 cosp 相 乘 得 到 
的 数量 记 作 4 . 5， 并 拒 按 上 述 方法 由 两 个 向 量 来 确定 一 个 实 
数 的 运算 作为 一 种 法 则 ， 抽 象 概括 为 二 向 量 的 一 种 滋 法 运算 
-一 数量 积 的 运算 . 

利用 数 居 积 便于 证 明基 此 不等式， 


3 3 
例 试 证 (加 6 ) < 3 ， 
j=|1 1 ,二 | 


一 > 一 > 
证 旗 4 = 立信 2 4:}， p ~ ER 六 2 ， 
一 3 一 闻 -> 一 > 到 
因为 25= |al 1 posbs<c< |al 18 ，(00s 生 costssl (1) 
了 以 


(Part 1 < < y: 


i 二 | 


这 个 不 等 式 可 推广 为 


(Fast. | < De De: (2) 
《2 》 式 为 柯 西 一 施 瓦尔 艾 不 等 式 ， 在 “ 匡 扩 学 ”等 学 科 中 有 
广泛 的 应 用 。 
2 关于 4 与 # 


我 们 知道 ， 对 于 实数 4 及 向 量 #4， 虽然 < 与 # 都 是 实数 ， 
然 面 ， 却 不 都 表 示 胰 方 运 算 ， 其 中 表示 4 的 平方 ， 但 是 向 
量 运 算 没有 引入 采 方 的 概念 ， 也 就 是 说 数量 对 方 概念 不 能 推广 
到 “向 量 乘 方 ”， 所 以 不 是 向 最 < 的 平方 ， 它 上 只 是 一 个 简便 
沁 号 ， 走 示 向 量 4 与 月 壬 作 数 晤 积 . 推 而 广 之 ，a" 及 2 此 
没 意 义 ， 其 中 > 为 大 于 2 的 下 整数 . 

3 ”关于 二 向 晤 “和 互相 和服 直 的 必要 充分 条 件 是 4 
= 心 ， 

这 个 命题 是 狼 量 积 的 一 条 重要 性 质 。 这 里 首先 指出 ， 此 合 
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题 对 任意 的 向 量 < 和 党 成 立 ， 特 别 是 ， 当 向 量 “， 眉 至 少 之 
一 为 等 向 量 时 ， 此 命题 亦 点 比如 ， 设 “ = 0 ， 由 于 零 向 量 方 
向 任意 到， 此 时 ， 可 认为 的 方向 与 世 重 让， 另外 ， 这 条 性 
质 ， 在 下 一 章 中 十 分 有 用 ， 常 用 来 判别 二 直线 、 二 平面 是 否 重 
真 ， 以 及 直线 与 平面 是 否 平行 ， 因 为 这 些 问 题 都 归结 为 判别 二 
向 量 是 否 垂直 的 问题 ， 

例 证 明 三 角形 三 高 级 交 于 一 点 。 

证 设 了 是 八 ABC 内 一 点 ， 仿 PA- 


-> -3 
pia cy)=0, 
洁 13 二 起 和 加 得 
和 
一 他 -一 全 
这 表示 PC 上 AB, 所 以 三 高 线 共 点 (图 13) 。 
由 此 例 可 知 , 证 明 上 其 些 莉 等 几何 较 难 的 问题 , 知 用 癌 量 知识 
来 处 理 就 变 得 容易 了 ， 所 以 用 向 量 解决 其 些 问 题 确 有 优越 性 . 


3 和 问 量 的 器 量 积 


两 个 向 喇 的 轴 量 积 是 利用 器 量 来 研究 度量 问题 的 又 一 个 重 
要 的 襟 念 。 本 节 主 要 给 出 了 同 量 积 的 定义 ， 几 何 性 质 ， 运 算 规 
律 以 及 举 标 表示 ， 

用 点 说 明 ， 

1 向 量 积 的 引出 

对 向 量 积 的 由 来 ， 我 们 用 物理 量 “ 为 矩 ” 为 例如 以 说 明 
《图 14) 。 
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设想 在 水 平面 zx 上 ， 有 一 
根 棍 子 ， 它 的 一 端 始 终 在 定点 
0 .x 上 另 有 一 个 力作 用 在 
它 的 另 一 端 P 了 上 ， 力 的 效用 是 
使 ? 绕 0 点 转动 , 转动 的 轴线 牌 
直 于 0 了 和 如，0P 在 力作 用 下 ， 

图 11 除了 有 和 转动 快慢 之 分 外 ， 还 有 
送 时 针 或 顺 时 针 两 个 方向 的 区 别 。 由 物理 学 可 知 ， 转 劲 快慢 用 
力矩 大 小 表示 为 ; 、 

力 夭 大 小 = 力 避 x 力 的 大 小 = JOP 1 和 jsin p= 1c|， 其 
中 w= :OP, 8 > 

转动 的 方向 也 就 是 力矩 的 方向 ， 

当 0 了 逆 时 针 旋转 时 ， 这 个 方向 就 用 转动 辆 线 向 上 方 向 来 
表示 ， 即 OP，1，* 形成 在 平 系 否则 就 用 轴线 向 下 方向 表 示 . 

_, 由 上 面 分 析 可 知 ， 向 量 人 由 向 量 0 了 和 完全 确定 ， 象 力 
拓 “这样 被 两 个 已 知 向 量 按 上 述 方 法 所 确定 ， 在 物 理学 上 很 
多 ， 数 学 上 把 这 种 办 法 作为 一 个 运算 法 则 。 称 为 求 向 量 前 向 量 
积 运算 ， 其 结果 称 为 向 量 积 ， 

2 关于 二 向 量 “，4 平行 的 必要 充分 条 件 是 4 x 和 = 0. 
_。 这 里 指出 ， 上 述 命题 对 任意 的 向 量 4 和 2 得 成 立 ， 当 4 与 
中 至 少 有 一 个 为 零 稀 量 时 ， 这 个 零 向 量 作为 与 另 一 向 量 平 行 
的 向 量 . 

上 述 命题 也 可 叙述 为 ， 二 向 量 “与 4 不 平行 的 必要 充分 交 
件 是 4x 3 人 这 条 性 质 下 一 之 中 常用 。 因为 x 六 既 徘 肖 
于 4 又 舌 直 于 如 ， 故 ?x 训 可 作为 # 机 所 在 平面 的 法 向 量 ， 

3 ”向量 积 运算 规律 

Li 克 交 换 健 


2 ) 结合 律 
A x6 = x 六 
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3 ) 分 配 律 
-> -> > 
ax(tp+ey— avds+ax er, 
这 些 规律 说 明了 ， 外 积 基 本 上 也 可 象 数 量 多 项 式 那 样 去 演 
算 ， 不 过 要 注意 ， 交 换 内 于 时 变 号 。 
例 1 证 明 (4 一 的 XC4+t 的 =2C4 x 六 ,并 说 明 其 几 
何 意 多 ， 
-> -2 yy -一 一 一 人 一 -> 
证 【ea 一 下) 二 【人 二 
四 


-20 x Bb). 
上 面 公式 说 明了 ， 平 行 四 这 形 面 积 的 2 倍 等 于 它 的 两 条 对 
角 线 作 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 
例 2 已 知 三 向 量 “不 共 线 ， 试 从 等 式 4x 2 = 


证 了 -7x7-7xe-Tx2 据 向 量 积 定义 可 知 ， 
一 他 一 > 人 他 
呵 量 # 重 直 于 癌 册 4，#， ， 以 向 量 <， s， 了 了 共 面 ， 即 它 们 线 
性 相关 ， 也 就 十 


= 一 一 一 > 一 

iezrArve =0 (1) 
一 和 
用 2 与 2 记分 别 与 《1 ) 式 作 向 量 和 1 得 

一 多 -> -> -3 -> > > 一 一 

HaxB+rvaxe=0, A x atrrbpxe =0, 
但 已 向 

1 
式 得 

一 > —* > 


- :- :3 
d+ p+ -0., 


2 


4 坐标 表达 式 
= 一 > 
六 a ~ Xs 1 z)}, 
刚 光 4x 多 | (2) 
(| EX, 


汶 便 于 记忆 ， 记 作 行列 式 形 代 ， 


全 全 下 | 

= 和 全 下 了 上 (3 

F 这 ; 
1 | ) 
No oe 


如 将 (3 ) 式 按 行 列 式 展开 法 展开 则 得 (2 〉 式 ， 这 里 需要 指 
堪 的 是 ， (3 ) 式 右 端 并 不 是 行列 式 ， 央 为 行列 式 中 每 个 元 素 
必须 都 为 数量 ， 这 里 仅 是 借用 行列 式 的 记号 而 已 ， 


S10 打量 的 混合 积 


三 个 回 量 的 混合 积 是 在 问 量 的 数量 积 和 向 量 积 的 基础 上 中 
进 的 ， 本 节 主 要 研究 了 混合 积 的 定 尽 ， 几 何人 性 质 ， 运 算 规 律 及 
坐标 表达 式 ， 

这 部 分 内 容 比 较 好 理解 ， 讲 尺 中 写 得 比较 举 尽 ， 有 关注 意 
同 题 可 兄 后 面 小 入 ， 在 此 不 重 述 . 

我 们 为 了 利用 简捷 的 方法 米 证 明和 镶 量 积 的 分 配 律 ， 先 在下 
面 例 1， 一 > —> -一 一 > 

例 1 车 向 其 “同时 垂直 于 三 个 不 共 面 的 向 量 4,，4a,, 4， 


一 和 一 一 ) 全 ， 
zy Hs 素 而 。 这 与 题 说 相 于 请 。 因 此 ， = 了 ， 
Ty > > 
例 2 试 证 2+)y=axXb+axwse,. 
、 一 省 ， 一 一 -YY 一 一》 YY 
证 设 7 为 任意 向 量 ， 由 ai (ax 的 ) = 《4X 4,) 为 及 数量 


积分 配 律 有 


< 和 


一 3 一 > 一 各 一 关 -_- 一 "” ~ 一 
二 
-3 ->》_y -> 一 一 
一 
一 > -> 3 > 
一 
-> yy -> yy -> 
= [a XpI+(ax ec)}) 
移 项 有 
> -> -> -ny -> -> -3 了 -> 
六 Ci} 
因为 向 量 7 是 任意 的 ， 认 以 下 三 个 不 共 面 向 量 六 , 产 ,六 取代 
(1) 中 7，(1) 显然 成 立 ， 揣 例 1 有 
-> 
(站 二 一 
移 项 得 
-人 
弛 (二 
这 里 指 山 ， 癌 量 积分 配 律 的 证 了 明 在 讲 深 中 是 很 虹 类 的 ， 读 
者 在 学 习 这 个 内 容 时 ， 可 暂时 将 结论 承认 下 来 ， 这 样 并 不 影响 
后 面 知 识 的 学 习 ， 待 学 了 问 量 的 混 台 积 的 知识 后 ， 即 可 用 上 上 面 
方法 比较 简单 地 予以 证 朋 ， 


S11 二 重 向 量 积 


问 量 的 二 重 宙 量 各 实际 上 就 是 向 量 积 ， 只 不 过 是 三 个 向 量 
两 次 作 凋 量 积 的 结果 。 本 节 是 以 上 所 讲 的 揣 量 代数 矮 识 的 一 个 
应 用 ， 其 中 右 

1 二 重 阿 苦 税 的 展开 式 

-地 -3 ”一 3 
axtpx ej=(a co- (abye., 

2 找 略 朗 日 垣 等 式 

-> -> yy —y 一 3 一 > 一 > > yp 
(ax bytie x d= (ta ep dy {ta dtg ey, 
尼 们 和 宇 后 悉 课 《 识 分 几何 》 中 常常 用 色 ， 
中 生生 


Db -一 一 小 -—-» = -了 — -一 人 
例 把 50zxz)xe]Iz 和 [LIexgt)x5]xz 用 数量 
和 有 和、 问 量 积 和 和 混合 积 有 表示 出 来 ， 
- 一 一 站 一 
解 1) 58X 下 X 忆 了 各 
一 一 邓 一 - 字 一 -一 > 一 全 
= [ta (beya]d 
-A 一 i 
{tary dy -tt eta dd), 
-3 -3> x 一 > 
Dy [fax pyxw cxd 
yy -> > 一 yy 一 > 一 一 光 
="{(a x pyd eo-i{e dy)(ax &) 
a 一 > 
=: (em 人 (EXD》。 


为 了 便于 谈 者 的 学 习 ， 我 们 把 本 章 的 主要 内 容 概括 如 下 ， 
1 向量 的 加 减法 
(1) 加 法 ， 三 角形 法 则 和 和 平行 了 由 进展 法 则 ， 
(2 ) 减法 (加 法 逆 送 算 ) ， -了 = + (2 了)， 
2 数 与 回 墅 的 玩法 、 
(1 定义 ， 数 乘 间 景 全 
a 2411a 
/ 模 ， (人 0,44 与 < 方向 相同 ， 
方向， li: 2 号 4 方 向 相反 ， 


的 单位 向 量 a* = 
局 


悍 


《2 ) 儿 何 意义 
-> -3 -> -> 
i) 2 8 5 二 > 存在 实数 使 4 = 27 1 
-~ 一 
11) i 六 ， r 共 面 < 一 > 存在 实数 A, 全 
一 一 祁 一 3 
5 = 站 站 十 天 六 ， 


4 


3 ”风量 在 轴 上 的 射影 
(1)》 向量“ 在 轴 z 上 的 射影 是 个 数 ， 由 
和 | cosy， (0 oA), 
确定 ， 其 中 9 是 向 二 4 5 簿 # 的 夹 角 . 
(C2) 若 x 了 如 丹 ， a 对 
(3) 射 .E+ 让 一身 .+ 时 ,了 


(C4) 夺 A = i 计 .a 

4 问 量 的 坐标 、 模 、 方 加 余 驴 之 问 的 关系 

(1) 空间 任何 向 其 4 都 能 按 基本 商量 二 ， 卫 ， 天 分 解 为 
三 个 向 基 之 和 ， 系 数 为 “之 坐标 


= -全 — 
4 +e 天- {AX 多。 站。 
> 一 > 
£2) 总 一 ia | eosa， m= ja Cosp,%= |al cosr, 


一 一 一 一 一 一 一 一 
(3) la | = i 


(4) Rs = 一 二 
- 贡 ' [a| 


(35) osoe+ cospt cosr = 1, 
5 两 个 问 量 的 数量 积 

— ry -3 
C1) EN, a = 数 = |al [8' cosd 
2) 几何 蕊 义 


-一 字 一 > 
i) 向 景 了 在 向 是 记 上 的 射影 ， 射 -2 生生， 
1 


11) 5 | 


六 > 
111) 4 | <-»ab=0 
-3 一 
1¥) COS0 = 人 
la| 42 


《3 ) 运算 规律 


24D 


一 > 一 一 一 一 
i) 交换 律 ，4 = 8 4 


. --y -3 一 -一 
ii) 结合 律 ， Ua) 5) = Ce 
~ yy 
ii 分 配 律 ， a C6 十) :apar 
《4) 垄 标 共 人 达 式 
> 一 
1 一 人 1 小， 6 ~ {Xs os 于 


ES PT 
山 a $= A 


6 两 个 打量 的 门 量 积 
— ”一 
(1)》 征 尽 ，4XxR= 回 量 


( 模 ，1# > 人 = [el [31sing 
=- Te 六 | 全 了, 
方 加 -下 一 一 > 
\a, bp， ~ 满足 右 于 了 系 ， 


《2) 几何 意义 
-一 > -一 卫 
i |ax8| 一 以 4 .#8 为 这 的 平行 四 边 形 面 秘 ; 


-> -> -3 一 > 一 > 

ily 站 = 
一 * ”一 
la x | 

ll) Sin 三 
al 15| 


《3 ) 运 算 规 待 
— 一 -> 一 
1 反 交 撞 律 ， a Xx=- (bx a); 
—% 一 多 -yy 
11Y 结合 律 ， 人 


-> -> 一 
111) 分 有 配 很 ， [ex 人 + eaxbiaxe 

一 
1 


《4) 坐标 表达 式 

一 站 —y 
Ea 一 {Xs a 电站 p {Xs a Es 加 | 
Tp -| | 时 
J 
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7 “二 个 回 量 的 混 侣 极 
(1) 定义，(4 6) = 数 = 其 中 两 个 向 量 先 作 向 量 积 ， 
再 逢 第 三 个 问 量 作 数量 祝 ， 
(2) 玫 何 全 浆 
- -yy 
| ta c= 以 这 三 个 向 最 为 校 所 构成 的 平行 六 面体 体积 ， 
(3) 其 蕊 性 奈 
, —r -+ -+ 一 了 一 一 下 
i) 4, pp ， : 洒 生 许 条 < (4 827) -2:0 
， 户 ， 为 左旋 系 和 > (6 2) 一 0 


—y — 


11) (yx 人 
111) (a x Be (bx a)e, 
> 一 -一 
IV 4 ， 户 ， 有 二 相同 向 景 ， 则 (a ce) =0， 
和 大 式 

一 下 -一季 
省 了 = |， Ls St, 所 = AX as 中 f 二 4 .3 Sys 


| *, | |] 
pe 
MN Ce) | * 
| 避 和 Vs 3 


一 > 3 
{BA4, 上 上， rc 北面 守 廊 (#5 吉 Y=0D, 
8 ”二 重 向 量 积 

-> yy 3 
C1) 窒 义 ， (4 XxX)x c= 同 量 = 鞭 中 前 两 个 间 量 鞠 
作 问 量 积 ， 然 后 再 各 第 三 个 四 量 作 回 遇 积 . 

(2) 基本 公式 

Ca Byx dt -C2 7) 区 5 
{3 ) 壁 标 表达 式 


7 1 Wt 

入 = 4 19 is ps é ~ Ass Vas i 上 一 六 tis i}, 
-Pp 

(a x Bxe (x, 2 
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二 


则 
一 一 一 一 + 和 
X= mac) -NCE rr), 
一 了 -六 一 和 一 了 
了 
一 ?一 光 -3 
ga ez te). 
(47 一 后 汪 辣 
二 重 向 明 积 与 相 滋 顺序 有 关 ， 一 般 情况 下 


— — 一 “YY 
【人 
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汕 二 各 平面 和 直线 学 习 指 导 


一 ”本 章 要 点 


本 章 是 以 问 基 代数 为 主要 工具 ， 和 研究 空间 最 基本 报 稚 单 的 
图 形 - -一 平面 和 下 线 。 讨 论 作 为 一 次 曲面 的 平面 与 三 元 一 次 方 
程 之 问 的 联系 。 还 研究 了 平面 与 坦 线 的 各 种 形式 的 方程 和 点 与 
平面 、 玫 面 与 平面 、 点 与 直线 ， 上 由 线 与 直线 以 及 直线 与 平面 的 
位 置 关系 ， 


二 基本 要 求 


1 为 了 学 好 本 章 有 关 的 邯 说 ， 应 当 很 好 营 探 、 运 用 第 一 
芝 问 量 代 数 的 内 和 容 ; 

”要 很 好 理解 平面 村 三 元 一 次 方程 之 间 的 相互 光 系 ; 

3 能够 按照 已 给 的 条 件 导 出 平面 和 直线 的 各 称 方 程 ， 并 
明确 方程 中 各 参数 的 儿 何 意义 ， 

4 能够 导出 和 庶 用 点 、 上 直线， 平面 之 癌 的 有 关 距 离 、 夷 
角 、 平 行 、 垂 直 的 公式 和 和 条件、 并 能 解决 一 些 实 了 共 问 题 。 


三 内容 分 析 


关于 全 章 的 内 容 分 析 打 算 2 :个 方面 讨论 ， 平 面 、 直 线 以 
及 上 点、 直线、 平面 的 位 置 关 亲 ， 


中 


S1 平面 的 一 般 方程 


本 节 主 要 证 明了 平面 与 三 元 一 次 方程 之 闻 的 所 谓 基 本 定 
理 ， 详 细 地 讨论 了 三 元 一 次 方程 一 些 特 别 情 形 记 确定 的 平面 的 
位 置 . 

多 点 说 明 ， 

1 关于 平面 的 基 木 定理 

所 谓 平 面 的 基本 定理 就 是 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 每 个 平面 
的 方程 玫 是 一 次 的 ; 反之 ， 每 个 一 次 方程 部 表示 一 个 平面 

在 这 个 定理 的 证 明 过 程 中 ， 容 易 峭 出 两 种 情 部 ， 首 先是 ， 
作为 点 的 加 迹 的 几何 同形 平面 与 三 元 一 次 方程 要 这 了 对 应 。 有 
了 这 种 对 应 才能 通过 : :元 一 次 方程 来 研究 平面 的 性 质 ， 因 而 轴 
迹 瑟 方程 的 这 种 对 应 具有 更 普遍 的 蕊 义 , 因为 在 解析 志和 何 中 , 必 
须 建 立 两 种 基本 对 应 ， 一 是 点 与 数组 的 对 应 ， 二 是 作为 轨迹 的 
几何 图 形 与 代数 方程 的 对 应 ， 其 次 是 ， 我 们 看 到 ， 在 导出 平面 
的 方舟 时 ， 匡 先导 出 了 它 的 癌 量 方程 + + DD=0， 然后 过 渡 到 
兴 标 方程 4x+ By+Cz+ 了 =0， 这 样 艇 既 保 持 了 向 量 上 方程 简 
明 的 优越 和 性， 也 考虑 到 坐标 方程 的 实用 性 ， 

2 关于 人 x+ By+Cs+P=0 的 某 些 特别 情形 

基于 平面 的 一 般 方程 Ax+ By+ Cz+D=0 的 基 些 特别 博 
形 的 讨论 ， 必 须 惠 先 暂 限于 系 系数 中 Bt， 这 是 因为 它们 是 平 
面 法 思量 2 的 举 标 ， 很 显然 ， 它 们 不 能 同时 为 等 。 如 果 辣 时 为 
零 ， 方 程 就 不 是 一 次 的 了 , ,那么 ， 只 能 是 某 一 个 或 某 丙 个 为 
零 ， 这 样 就 可 知道 法 向 量 # 与 一 个 或 两 个 坐标 轴 的 王 育 关系 ， 
国 向 也 就 可 以 判断 击 平面 的 位 置 了 。 全 于 DD = 9, 显然 平面 是 通 
过 堂 宗 原 扎 的 ， 

例 ” 试 指出 下 到 平面 揭 芯 置 特 征 。 

【了 7 3x— 5e= 人 0 
《-) Gy~2=0 
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解 (1) 因为 平面 的 法 向 量 为 # = {3,0, - 5, 所 以 地 重 
让 于 0y 轴 ， 即 平面 平行 于 Oy 轴 ， 又 因 D = 0， 所 以 平面 通 
过 原点 ， 因 此 ， 平 而 过 0) 辆 。 ， 

(2 ) 因为 平 而 的 法 问 量 为 上 = 10,9,0}， 即 # 慌 直 于 Ox 
机 和 0z 辆 ， 因 此 平面 平行 于 0xz 举 标 面 ， 又 因 DP 所 0 所 以 


平 商 不过 原点 ， 而 与 0; 轴 交 于 点 (0 ,本 ,0 外 


82 三 点 确定 的 平面 方程 


我 们 知道 在 立 作 几何 中 ， 不 在 一 直线 上 的 三 个 点 能 确定 一 
个 平面 ， 在 空间 解析 几何 中 ， 已 知 平面 上 三 点 的 举 标 ， 也 二 以 
确定 一 个 平 图 的 方程 。 

本 节 就 是 在 已 知 三 点 坐标 的 条 件 下 ， 深 推导 平面 方程 将， 
基本 想法 是 ， 取 平面 上 上 性 意 一 点 蜡 ， 设 其 坐标 为 全 为 ， 然 
后 由 这 四 点 构成 三 个 问 其 ， 根 据 三 向 量 共 面 的 条 件 就 可 推出 三 
点 确定 的 平面 方程 为 
一 
| 二 
Xi 
由 此 ， 容 易 推 得 平面 的 截 距 式 方程 为 


LY } 有 
一 十 -~ 一 二 一 一 三 1] 
必 » E 


一 点 说 明 : 

对 截 距 式 方程 ， 要 注意 掌握 ,pe 的 几 人 有 意 六 ， 它 们 党 
示 平 面 在 Ox, 0y, 0% 轴 上 的 截 下 分 别 是 4,5,c。 通 过 这 种 方程 
的 系数 容易 看 出 平面 在 空间 直角 华 标 系 中 的 位 置 . 

例 试 作 一 平面 ， 经 过 点 Pt7, 一 5,1), 且 在 务 华 标 轴 的 正 
疝 上 所 截 线段 相等 ， 

解 ” 从 分 析 题 意 可 知 ， 平 面 与 三 坐标 辆 相交 ， 设 所 得 截 上 


PAT 


错 为 xz， 则 平面 的 截 距 式 方 程 为 


J 
-一 -+ 一 -.- -FF 
人 i 


因为 平面 通过 定点 PC7, -5, 夫 ， 即 了 的 兴 标 满足 方程 ， 所 以 下 
式 抱 世 


7 ol | 
Fy 2 绊 
容易 求 出 a=3, 所 以 所 求 平面 方程 为 
人 
导 3 中 


+ 十 名 一 3 二 0， 


33 平面 的 法 线 式 方程 


平面 的 法 线 式 方程 可 以 看 做 是 平面 解析 几何 里 直线 的 法 线 
式 方 程 在 空间 直角 坐标 系 的 一 个 推广 ， 它 的 主要 作用 在 于 解决 
态 到 平面 的 距离 问题 ， 

我 们 已 如， 如 果 从 原点 到 已 知 平面 的 性 线 长 为 p， 平 面 的 
法 向 量 的 方向 余 苞 为 cosc，cos1，cosy, 则 平面 的 法 线 式 方程 
为 

weosw + YCOSP+ 3CDsY — p= 

几 蕊 说 明 ， 

1 对 这 各 方程 ,要 注意 理解 流动 党 标的 系数 ecosa, cosh. 
cos7 是 平面 的 法 向 量 的 方向 余弦 或 单位 法 向 其 的 坐标 ， 常 数 
项 上古 原 太 到 平面 的 好 离 。 变 识 练 地 掌握 ， 将 平 而 的 一 般 方程 
化 成 平面 的 法 线 式 方程 的 基本 方法 ， 要 特别 注意 ， 法 化 因子 的 
符号 与 平面 的 一 般 方程 的 常数 项 的 符号 相反 。 

2 如果 想 把 平面 的 一 般 方 程 

Ax+t By+ Ci%+D=0 
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化 为 法 线 式 方 和 性， 了 必须 梁 它 的 法 化 央 村 


和 
下 一 十 A B: 和 
而 县 法 线 式 方 程 的 系数 可 用 - 般 方 程 的 系数 表 出 如 下 


过 » Bb 
cose= HA= -一 .cos Hg= 一 一 - -  -。 
OH Be PH TAD 
C Dp 
COSY = C= 一 一 = 1 一 一 
1 TA Bet 1 Tw A BC 


人 1 求 焉 直 于 平面 [x -y+ 2z~9.:0 的 直线 的 方向 余 攻 ， 
解 ” 人 从影 意 可 知 ， 生 自 于 平面 的 直线 必 平 行 于 平面 的 法 
线 ， 所 以 法 人 然 和 的 方向 祭 蓄 可 以 看 做 所 求 直 钱 的 方向 余 强 ， 由 上 


述 公 式 可 得 


21 +2 3 

CoS = 圭一 Tl  - -LL 
VERTrI 3 

” 人 

人 cs = 十 一 一 十 二 
二 上 


由 法 化 因子 的 符号 可 南 cosa, cos? 应 肥 正 值 ， 碳 tos 应 取 负 
值 。 所 以 直线 的 方向 余弦 为 
2 


= 1 
cos = COSB= 一 二 ，COsS= 一 
二 要 i 


但 作为 恒 直 了 于 已 知 平 面 的 直线 的 方向 余弦 ,也 可 取 cose = ~ 


名 | LS 


cos 六 = 本 CDOT = 一 


34 点 到 平面 的 距离 


二 而已 经 说 过 ， 平 面 的 法 钱 式 方程 主要 是 用 来 解决 点 到 平 
在 问 蝶 离 问题 、 求 已 知 点 刘 ' 到 已 知 平面 4x + By +Cs+ 了 = 


94 


的 上 距离 可 分 下 厅 玫 个 上 性 骤 ， 

1 将 平面 方程 4x+ By+Cx+D=0 化 成 法 线 式 方程 

2 将 已 知 型 ' 点 的 流动 坐标 代入 法 线 式 方 程 的 左 端 ， 生 
到 离 莽 56; 

3 ”了 到 离 次 的 绝对 值 ， 就 得 到 点 到 平面 的 上 距离 。 

儿 点 说 明 ， 

1 这 里 要 注 总 离 问 半 的 符号 的 所 何 意 尽 。 离 莽 为 正 值 ， 
说 了 明 已 入 点 划 ” 与 原点 在 已 知 平面 的 蜡 人 出 如 果 离 差 5 取 负 
什 ， 说 明 已 知 占 AM' 与 原点 在 已 知 平 面 的 癌 侧 ， 用 此 性 厂 可 以 
到 断 原点 在 二 相交 平面 哪 一 个 夹 角 的 内 部 ， 

2 由 点 加 平面 距离 的 求法 ， 和 容易 解决 下 面 两 个 问题 

1. 求 到 二 平行 学 面 等 工 离 的 点 的 轨迹 方程 : 

2， 求 酚 个 相交 平 商 的 等 分 角 笨 的 方程 。 

例 1 求 与 平面 +- 2 一 1=0 和 平面 x+? 一 2x+3=0 
等 距离 的 平面 方程 。 

解 ” 从 平面 方程 的 系数 可 以 看 四， 二 平面 的 法 向 量 的 坐标 
是 相同 的 ， 所 以 二 平面 平行 。 马 由 题 设 可 扼 所 求 平面 应 当 平行 
于 己 知 二 平面 ， 故 所 求 平 面 方程 证 写 为 

x*+y— 23%+D=0 

其 中 也 是 待定 的 系数 ， 

由 条 性 可 条 ， 所 求 平 面 上 的 点 到 已 知 二 平面 的 距离 是 相等 
的 ， 故 得 

] 局 
6 v0 v6 ve 

因而 2D=? 
即 P=1 
所 以 ， 所 求 平 面 方程 为 x+y 人 ?x11=0. 

例 2 试 求 一 平面 2x -~?+5%5=7，x+y+t+2xs= 1 构成 二 面 
角 的 学 分 而 方程 。 

解 ” 先 将 已 知 二 平面 一 般 上 方程 化 成 法 线 式 方程 为 


1 x+ + 2 zx-_LL 
6b ww vb v6 
因 所 求 乎 商 是 世 知 二 平面 夹 人 朋 的 平分 面 ， 直 平分 面 的 性质 可 
知 ， 它 上 面 的 点 到 已 知 二 平面 的 距离 相等 . 
若 设 总 (x,y,%) 为 平分 面 上 的 点 ， 它 到 二 平面 前 距离 必 
相等 ， 所 以 它 必 满足 等 式 


=0. 


yt 
v 站 ww 6 yO 


即 得 两 个 角 平 分 面 方程 为 
X27 40 +6=0, 


S93 两 个 平面 的 夹 角 


本 节 纵 出 了 商 个 平面 炎 第 的 定 兴 ， 讨 论 了 两 个 平面 的 位 置 
关系 ， 特 别 是 给 出 了 两 外 平面 平行 、 垂 直 、 重 人 台 的 条 伯 ， 

设 已 知 二 平 闪 的 方程 为 
26b 


Tix 月 = 人 二 
Tt 十 月 7 一 人 多 二 = 
一 > 一 > 
击 此 可 知 ， 一 平面 的 法 同 量 分 别 为 z= tA Bl， C1}, z= (44, 
B,C,}。 由 图 15 可 以 大 出 二 平面 法 向量 的 炎 角 就 是 二 平面 的 夹 
任 . 
若 设 .平面 炎 角 为 nw， 则 
COSo = + BPC 
A BitCO t+ B+ 

如 取 锁 角 ， 取 cose 的 绝对 值 
也 确定 的 角 即 可 . 

由 此 义 可 推出 二 平面 互相 
垂直 的 条 性 为 
AA,+BB,+rCC,=0 
平行 的 条 作为 
A BB CC 


Ci 


A BC 


4 Bb, Ci ，- DD 


i 
[rn 


A BB Cc, DbD.: 


出 以 上 上 给 出 的 条 天 可 以 看 出 ， 画 个 平面 的 位 置 甘 系 常常 通 
过 它们 的 法 癌 量 的 位 置 关 系 来 确 算 . 

一 点 说 朋 ，; 

在 解决 有 关 两 个 平面 位 置 关系 的 问题 中 ， 使 用 符 定 系数 法 
是 很 方便 的 ， 

例 1 求 通 过 点 (0,, 一 1, 0) 与 点 (0,0, 1) 且 与 0xy 平面 
交 成 的 " 角 的 平面 方程 ， 

解 ” 设 所 求 方程 为 

Axw- By+t+tzt+D=0 

由 于 平面 通过 二 已 知 点 ， 即 二 已 知 点 的 坐标 满足 方程 ， 将 二 已 
知 点 坐标 代入 方程 后 ， 可 得 
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--.B—-D=0 《了 


C+D=0 (2) 
又 平面 与 Oxy 平面 交 成 60 ' 角 ， 由 夹 角 公式 可 得 
C _ ee 
TAB ON 
化 简 后 得 
二 一 30C= (3) 


从 上 面 (12, (2 ) {3 ) 式 解 出 扫 4,8B,C, 并 用 了 表示 ， 得 
BDC--D A- +w sD 
将 此 三 式 代 入 平面 方程 Ax+ By+C%+ DD= 中 ,等 式 两 边 除 以 
玉 ， 即 得 所 求 平面 方程 为 
DX- 2%+i=0 和 -ox 1 y+1=0 
例 2 求 通过 成 Po txoYo 0) ,二 平行 于 平 匠 
Axw+By+rCs+D=0 
的 平面 方程 
解 ” 因 所 求 平 面 与 已 知 平 画 平 行 ， 所 以 可 设 址 平面 方程 为 
AxtBy+Czs+D=0, 
因 平 夯 通 过 点 D, tx Yo 到 站 ， 故 将 点 坐标 民 入 方程 后 ， 满足 方 
程 
Axst Bi C+D=0 
Et D= ~- Cx, rt By tC so) 
皂 得 所 求 平 面 方程 为 
A (Cx 一 关中 十 Bly 一 3 十 志和 一 吾 门 = 机。 


36 三 个 平面 的 交 操 


这 一 节 给 出 了 三 个 平面 交 于 一 点 的 条 从 ， 并 讨论 了 三 个 平 
面 的 位 置 天 系 ， 
儿 扣 说明， 
1 讨论 下 列 三 个 平面 
208 


TT Ax+B yr Ct =0 
ny .dx 十 六 rt%+t+ D,=0 {1) 
au Aw+t By+tss+ Ds=0 
有 无 交点 的 问题 ， 实 际 上 就 起 讨论 由 三 个 平面 方程 记 构 成 的 方 
程 组 是 否 有 和 解 的 问题 ， 兴 方程 组 (1) 有 了 崔 一 的 一 组 解 时 ， 三 
个 平面 有 唯一 的 交点 ， 这 时 ，《〈1T) 芍 系 数 行列 式 丰 等 于 零 或 
疹 说 三 个 平面 的 法 向 量 不 苏 面 ， 即 
(了 本 了 三 -从 
A B,C, 
或 A, B, C, 0 
ane| 
” 室 间 三 个 平面 的 位 置 关系 除 掉 上 述 情 闹 外 ， 还 有 其 他 
情况 ， 站 三 个 平面 有 无 穷 多 个 变 点 : 三 个 平面 根本 没有 公共 
局 1! 二 个 平面 中 ， 每 两 个 平面 有 无 穷 多 个 公共 点 等 情况 ， 这 些 
情况， 方程 组 (1) 的 三 阶 行列 式 等 于 零 。 讨 论 三 个 平面 位 置 
关系 时 ， 如 时 奸 阵 不 熟悉 ， 可 利用 行列 式 ， 或 省 分 别 讨论 每 两 
平 加 的 位 置 关系 ， 综 合 起 来 就 可 知道 三 个 平面 的 位 置 关系 ， 
例 ”讨论 下 列 三 个 平面 间 的 位 人 多 关系 
XTi: 二 3 名 二 作 


Ny 一 人 一 


Ass + dy + =b 
解 由 系数 行列 式 
5 0 3| 
1 -2 -二 | 
-2 4 2 


可 知 三 个 平面 无 公共 点 ， 但 从 
行列 式 可 知 ， 后 两 行 成 比例 
1 一 4 一， 


而 第 一 行 与 第 二 行 、 第 三 行 都 
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个 咸 比 倒 ， 上吊 以 可 到 Ts 7 十 Tar I 1 1 ry 相 到 《图 
165) 


YA 面 荣 与 面 把 


这 一 节 给 出 了 面 束 和 面 把 的 定义 ， 导 出 了 面 束 和 面 把 的 方 
租 ， 和 并 且 详 细 地 证 明了 两 个 平面 
和 二 
mor A + By+ Cs+ D.=0 
构成 的 而 虚 方 积 为 
Axw+tBy- CstD ratAx + Byt+C%+ d=0 
一 战 说 即 ; 
利用 而 束 和 面 招 方 程 ， 在 已 给 的 条 件 下 ， 求 解 平 窖 方程 是 
很 在 用 章 。 希 望 读者 要 很 好 理解 面 来 和 加 把 的 概念 ， 并 能 用 面 
束 和 了 面 把 方程 解 水 一 些 问题 ， 
例 在 由 平面 2x + 一 3#+23=0 和 平面 5 十 5 一 4 二 3 三 0 
所 次 定 的 凋 面 率 内 ， 求 两 个 相互 简直 的 平面 ， 其 中 一 个 平面 经 
过 点 (4, ~ 3，1)。 
解 ” 因 为 已 知 的 平面 束 方 程 为 


2X 二 一 3% 十 人 ABX + 5y 一 4%+3)= 人 0 


且 黄 中 一 平面 过 已 知 避 人 一 3,D .所 以 入 的 坐标 满足 方程 , 代 


入 得 
《3 XU 一 【一 3 一半 十 2+ 45XUL+5X7 一 3 一 4x13]= 站 
即 44+ 4=1 


4 = 一 上 
故 过 (4， ~ ,1 局 的 平面 方程 为 

DX 二 一 3 十 人 一 “5X 十 5y 一 4 名 十 3) 二 作 
轻 理 得 

3X+ yy-—%+1=0, 


<00 


姓 一 平面 也 在 平面 训 内 ， 乾 为 
(2+ BOX Cl+oDY— -rd +30) = 


所 以 
— 
gs = {+ DA 1+5a, — (3+40)} 
— 
而 六 |] 一 {3 4， — 1} 
- 字 一 和 
根据 题 意 Hx, 


一 


因而 z -32+50 + A541 31d) -0 
Bp 394413=0 
所 以 2= -二 
因此 ， 另 一 平面 方程 为 

2x + -35+2 一 (x+5-4xs+3) =0 
整理 得 


XxX 一 27 一 JD% 二 3 三 各， 


38 ”直线 的 标准 方程 
本 节 给 出 了 直线 的 标准 方程 为 


XN 


- 
mr 总 


其 中 xys x。 者 示 直 线 上 的 已 知 点 举 标 ， 基 分母 /ww,# 表示 
直线 的 方向 向 晤 4 的 从 标 ， 从 方程 的 条 件 容 易 看 出 ， 已 知 直 线 
上 的 一 个 定点 与 前 线 的 方面 ， 即 可 写 出 直线 的 标准 方 积 ， 方 各 
是 通过 直线 的 方向 向 量 与 向 量 叶 六 = {x 一 we， yy 一 总 ，% 一 %,} 夫 
线 推 导出 来 的 ， 有 于 出 把 

一 一 - 定 一 六 

MM x 才 == 说 
作为 直线 的 向 量 方程 ， 

一 点 说 明 ， 
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方向 向 量 对 站 钱 米 说 ， 内 表示 方向 ， 记 以 与 方向 向 量 的 模 
长 无 关 ， 因 此 ， 方 和 访 向 量 可 联 单 位 向 量 。 这 时 单位 向 量 的 坐标 
网 十 方 回 疝 量 的 方向 余 纺 。 另 外， 方向 向 营 的 尚 标 下 能 出 现 零 
的 情况 。 例 如 


A 
了 
这 时 也 可 写成 
站 一 局 人 一 
— i 半 一 时 ,二 必 
Ms 


这 是 因为 ， 当 方向 向 其 《= { za 2) 的 学 标 z= 0 时， 已 知 直线 
是 平行 于 0xy 人 面 的 ， 因 此 ， 已 知 直 线 上 任 一 点 条 1x,y,%) 的 
xs 举 标 要 等 于 已 知 点 Mtxw yy zo) 的 名 伐 标 ， 所 以 有 -ss = 
因而 ， 已 知 直线 就 可 看 作 平 面 一 .= 一 一 和 与 <-%=0 的 
交 线 ， 

例 求 经 过 点 4 人 1, -5,3) 且 与 鸽 标 轴 备 成 60°, 45", 120° 
角 的 直线 方程 . 

解 ” 由 题 意 可 知 ， 直 线 经 过 点 4， 所 以 4 点 可 看 成 直线 上 
的 已 知 点 ， 久 六 线 与 各 治标 轴 所 成 的 前 为 60",45",120"， 所 以 
直线 的 方 向 佘 芝 可 号 为 


COSBO", Cos45", Co5120° 


即 直线 的 方向 向 量 a。 = 1 了，- 与.，- 少 |， 所 以 直线 方程 为 


2 
入 一 了 PB % 一 沙 
] ww -1 ”" 


3 直线 的 参数 方程 
本 节 给 出 了 直线 的 参数 方程 
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w= x, rif 

= Wn 

池上 
其 中 ， DY 作 表示 医 线 上 已 车 成 的 华 标 ， i, ti 表示 方 向 
占 最 的 坐标 ， 

儿 操 说 上， 

1 参数 方程 写 其 它 培 线 方程 所 不 同 的 是 引入 了 参数 i， 
直线 上 动 点 坐标 ”x,y,x 都 是 参数 1 的 消 数 ， 当 t 取 不 同 的 
值 ， 可 确定 不 同 的 *, yx 的 值 ， 也 就 是 得 到 直线 上 不 同 的 点 ， 
当 tf 连续 变化 时 ， 相 当 于 点 在 直线 上 连续 运动 ，x,y》,%* 在 这 种 
方程 中 没有 了 二 接 关 系 ， 而 惜 助 : 有 间接 的 关系 ， 这 是 参数 方程 
的 特点 ， 

2 和 套数 方程 不 仅 有 关 显 的 几 何 意义， 而 且 有 明显 的 物理 
意义 ,参数 + 可 看 成 质感 运动 的 时 间 、/, m,# 可 看 成 质点 运动 
的 速度 癌 重 坐标 ， 上 所 型 (xy %o) 可 看 成 质点 运动 的 初始 位 
和 蛋 ， 而 局 型 (5) 可 看 成 是 运动 的 质点 与 参数 1 对 应 的 位 
置 。 


S10 直线 的 两 点 了 式 方程 
在 初等 儿 何 弛 已 知 ， 过 二 定点 存在 唯一 的 一 条 直线 。 显 然 


在 空间 解析 几何 让 ， 已 知 二 定点 cy 与 机 xo jy 2) 
也 能 够 得 到 直 妇 的 方程 ， 这 就 是 直线 的 阿 点 式 方程 


一 一 
Wp .一 一 多 1 
几 后 说明 ， 


1 事实 fF， 两 点 式 方程 可 看 成 直线 的 标准 方程 的 特殊 
形式 ， 央 为 所 出 xs 2) 是 直线 上 的 已 知 点 ， 而 {%; 一 %，， 
J 一 J 一 所 确定 的 向 量 就 是 直线 的 方 加 向 量 。 因 而 这 种 
方程 与 标准 方程 比较 ， 实 质 上 是 相 岂 的 。 
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2 利用 网 点 式 方程 ， 容 易 得 到 角 xroj 250， 刘 (xaye 
0)， 旭 (xuwyiyss) 在 同一 条 着 线 上 的 必要 充分 条 件 是 
光一 
也 就 是 三 所 的 对 应 坐标 之 姜 成 比例 ， 当 然 利 用 这 种 省 质 世 可 以 
推 证 四 点 洪 线 的 问题 ， 


和 


S11 直线 的 一 般 方程 


本 节 给 出 了 作为 两 个 平面 交 线 的 直线 的 一 般 方程 
me: Axw4 Byt+C% iD=0) 
ny Ax+ By+Cs+D,=0 | 
并 且 研 究 了 一 般 方程 化 为 标准 方程 ， 标 谁 方 程 也 可 化 为 一 般 方 
和 标 ， 
儿 点 说 明 ， 
1 直线 在 坐标 面 工 的 射影 
我 们 知道 ， 方 程 (* ) 记 确定 的 直线 可 用 zx 与 x 构成 的 面 
东 中 任何 两 个 较 莘 单 的 方程 来 表示 。 如 可 用 站 线 对 堂 标 面 的 两 
个 投射 平面 的 方程 来 表示 ， 这 种 投射 平面 的 方程 与 相应 的 坐标 
而 的 区 线 就 是 已 知 和 直线 在 坐标 面 上 的 射影 。 


例 “ 己 知 直 线 | 65 人 +* 32650 
2x + dy — 3%—2=0, 


《村 ) 


求 该 再 线 在 三 个 坐标 面 上 出 影 的 方程 ， 
解 ” 如 果 从 上 述 两 个 方 程 中 分 曾 消去 x*，》 和 2 就 得 到 
对 三 个 坐标 面 的 二 个 投 和 里 平面 的 方程 ， 
dy G+ 10 = 人 0, 
x 二 一 6:: 人 0, 
Bxw 十 dy 0= 人 0, 
岂 紫 ， 已 期 直 线 在 0xy，0Oxs 和 Oyz 面 上 射影 的 方程 分 别 为 
2 站 


3x + 4 一 20= 0 |) 


各 二 0 7 
*+%-6=0 | 
y=07 

4 - 5%+10=0 1 

x 二 人 


2 在 讲义 第 三 音 $11 中 已 经 讲 过 ,已 知 直 线 的 一 般 方程 可 

以 化 成 简单 形式 

Ap 

| 
其 中 疡 9 表示 已 知 直 线 与 0xy 举 标 而 交感 的 x,y 坐标 ， 即 
交点 为 玉 , 4 人 站， 此 交点 也 时 做 直线 在 平面 上 的 足 。 现 在 指出 
参数 < 和 习 的 几何 音义。 如 果 在 Oxs 举 标 平面 上 考虑 方程 
X= 4% 二 由 4 症 笠 这， 也 就 是 < 是 直线 在 0xx 奉 标 面 上 的 射 
影 和 bx 轴 久 成 角 的 正切 ， 同 进 ，& 是 已 知 直 线 在 0y% 华 标 
而 上 的 出 影 科 0% 轴 所 成 角 的 正 雪 . 


12 两 条 直线 间 的 角 


本 节 络 出 了 两 条 直线 间 角 的 定义 。 如 果 两 条 直线 的 方 内 内 
量 为 ,= Two 9s= {fw ts), 则 两 条 直线 夹 角 0 的 余弦 为 


cosg=_ _ _ +t Ms 十 瑟 1 
At 让 十 则 A 太 十 区 2 二 下 
两 条 直线 的 锤 直 和 平行 的 条 件 分 缠 为 


Edd ts HR, = 0 


和 和 


一 眠 说 明 ; 
关于 丙 条 和 直线 间 的 角 的 定义 问题 ， 有 的 是 这 样 定义 的 ， 已 
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期 空间 的 两 条 坟 线 ， 通 过 空间 任意 的 一 点 分 别 作 两 笨 已 知 直 线 
的 平行 线 ， 它 们 所 构成 的 两 个 帮 中 的 任何 一 个 部 叫 敌 已 知 两 条 
直线 问 的 角 。 在 本 下 中 ， 我 们 是 用 两 条 和 直线 方向 向 量 的 炎 前 征 
义 两 条 百 线 间 的 负 的 。 这 是 因为 在 解析 几何 中 ， 常 把 直线 看 做 
有 和 癌 直 线 ， 而 在 一 般 情 况 下 ， 应 当 把 直线 的 方 癌 向 量 的 方向 作 
为 直线 的 方向 ， 因 此 ， 两 个 方向 问 量 的 夹 角 正好 是 了 两 条 已 知 直 
线 正 阿 间 所 构成 的 角 ， 


315 点 到 直线 的 距离 
本 和 给 出 了 点 到 直线 的 距离 公式 ， 如 果 已 德 点 为 亲 , (x 
Py ， 已 向 是 线 上 的 方程 为 


i 
sr 到 


则 点 洪 ， 到 直线 5 的 卡 离 4 为 


1 a 
y | 十 一 十 XI 轴 有 一 有 

#4 站 n 了 1 
yA 


其 中 六 ma 为 直线 5 的 方向 向 量 4 的 坐标 ， 

几 点 说 明 ， 

1 ”推导 出 这 个 公式 的 基本 想法 是 ， 把 连接 定点 音 ， 与 定 
直线 上 已 知 点 的 线段 看 成 一 个 向 量 ， 交 与 直线 的 方向 向 量 构成 
一 个 平行 四 边 形 ， 而 点 到 直线 的 距离 4， 恰 好 基 平 行 四 边 形 的 
高 。 根 据 二 向 量 外 积 的 几何 意义 ， 此 一 向 量 外 积 的 模 治 好 是 平 
行 四 边 形 的 面积 ， 因 而 ， 音 除 以 方向 向 量 的 模 ， 即 平行 四 这 形 
的 一 个 边 长 ， 就 得 到 距离 4。 熟练 掌握 这 种 基本 方法 ， 对 于 解 
决 实际 问题 很 有 用 ， 

2 ”点 到 占线 的 有 距离 公式 也 可 用 射影 的 方法 导出 ， 从 图 17 
可 以 看 出 ， 点 前 | 到 站 线 5 的 距离 4 为 
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一 一 一 产 ， 
Mt d= [MM sing 


而 
一 > 一 > 
[MX 2 
sing = 一 一 全 一 一 一 
[| | 4| 
1 、 
图 17 所 也 
一 rt | a 
d= [Mn sing= (MoM, IM | 
MM | a 
yp 站 
_ 有 si < | 
二 


|a| 


如 果 用 坐标 表示 出 来 ， 就 与 前 边 写 出 的 表达 式 相 同 ， 


314 ”两 条 直线 的 公事 线 方程 


这 -- 节 的 主要 了 内容 是 导出 两 条 开 线 的 公 王 线 方程 ， 要 营 握 
好 公 垂 线 的 概念 并 获知 在 初等 几何 中 讨论 过 的 两 条 异 面 直 线 的 
公 刁 线 是 存在 的 、 了 唯一 的 ， 而 且 是 最 入 的 . 

一 扎 襄 轴 : 

两 条 直线 的 公 垂 线 是 要 求 瞧 一 汐 。 在 我 们 的 讨论 中 ， 版 请 
两 条 直线 是 指 西 条 蜡 面 辣 线 或 两 条 相交 的 直线 ， 而 且 所 请 公 亚 
线 又 必须 与 已 知 一 直线 相交 。 这 样 就 保证 了 唯一 的 要 求 ， 否则 
与 其 条 直线 重耳 的 生 线 是 无 穷 多 的 ， 还 应 注意 的 是， 在 提 到 的 
两 条 直线 中 ， 没 有 包括 两 条 平行 的 直线 ， 这 是 因为 与 两 条 平行 
直线 垂直 盯 相 交 的 直线 他 无穷 多 ， 它 不 具备 唯一 的 条 和 件 。 


4$15 ”两 条 异 面 直线 间 的 距离 
这 节 主 要 给 出 了 求 两 条 异 面 直线 间 的 距离 公式 ， 要 很 好 掌 
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握 纵 导 公 式 的 基本 想 泛 ， 

沂 谓 异 面 直 线 癌 的 距离 是 指 庙 点 分 别 在 两 条 异 面 直线 上 的 
公 焉 线段 的 长 度 ， 

设 已 知 两 条 异 面 直线 5 和 4， 它们 的 方程 为 


从 二 吉 线 的 方程 容易 看 出 ， 方 向 向量 分 别 为 己 = {1,7}， 


—y 
dy = i My Rays 网 条 直线 上 的 已 天 成 分 别 为 有 yy。 
M(x, Ye %)., 


求 出 二 异 面 直线 间 的 距 诊 4 的 基本 想法 是 ， 把 向 量 所 和 4 
的 始点 移 到 六， 点， 这 时 后 ，4 和 训导, 三 疝 量 为 楼 可 构 成 一 
个 平行 六 面体 ， 显 然 ， 丙 条 已 知 的 异 面 直线 间 的 距离 等 于 平行 
六 面体 含有 直线 上 和 g 的 两 个 平面 间 的 距离 ， 因 此 ， 求 出 平 
行 六 面体 的 高 就 是 距离 4。 因 而， 
PN 
| a x a 


其 分 子 为 平行 六 面体 的 体积 ， 分 母 为 平行 六 面体 的 底面 积 。 若 
用 坐标 表示 ， 则 得 


fi 入 | 让 | 
A 
下 = 一 ~ wt _ Fe — = 隐 绝 对 慎 
V | 蝇 | | 六 | 3 
白玉 天， 了 Uf, 形 。 


即 矢 计 算 二 界面 直线 问 的 虐 离 会 式 . 
儿 点 说 朋 ; 
1 画 条 异 面 直线 问 的 距离 公式 也 可 用 射影 的 方法 推 得 . 
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请 看 图 18， 其 中 34x 4 同时 
-了 一 字 
秋 直 于 向 量 “与 <， 它 才 示 \ 冯 
公 生 线 的 方向 ， 它 的 昔 位 向 
量 是 
-> 一 > 
pe 四 
[ox | 


容易 看 出 ，M,M, 在 方向 国 18 
上 的 垂直 射影 就 是 $,f 垂 线 的 长 度 4 ， 所 以 
d= | 时 用 :aa (2 ) 
把 (1 代入 (2)， 肥 得 
yy .一 ”一 > 
da 


[a | 


代入 举 标 ， 就 得 到 距离 4 的 坐标 天 达 式 ， 

2 ”两 条 异 面 直线 间 的 距离 为 什么 最 短 ， 从 图 18 容易 看 
晶 ， 在 丰 线 六 9 上 各 取 一 点 所 联 成 的 一 切线 毁 中 ，4 为 最 短 . 
这 是 因为 


一 一 > 一 -一 全 一 
d= |MM,- a| =|| MM | a cosp | 


—y 国 一 > 
=| MM cos# | [MAM, |. 
y -下 
其 中 9 是 以 ,M, 与 a' 问 的 角 ， 


$16 直线 与 平面 间 的 角 
S17 直线 与 平面 的 交点 
X18 两 条 直线 共 面 的 条 件 


这 二 节 是 在 前 边 讨 论 了 平面 和 直线 的 基础 上 、 来 研究 直线 
和 平面 的 位 置 关 系 ， 它 们 给 出 了 求 百 线 与 平面 问 前 的 公式 ， 直 
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线 与 平面 的 平行 和 垂直 的 条 件 , 以 及 两 条 直线 共 面 的 条 件 . 这 几 
节 的 内 容 昌 然 较 容易 ， 但 它们 在 解决 实际 问题 时 的 用 处 较 大 ， 
一 所 说 明 ; 
我 们 已 知 ， 如 果 两 条 直线 的 方程 为 
x=x rt X= Xti,t 
HF=P tm fr 1) ee C2) 
-| 妆 二 多 十 四 
屠夫 它们 共 面 的 必要 充分 条 件 为 
Ma 一 基 ， 和 一 由 区 一 到 | 
， i | | 


i 棒 ， 并 ， 


= 人 0 《*) 


这 里 需要 注意 的 是 ， 两 条 直线 共 面 与 向 量 共 面 的 概念 并 不 
一 致 ， 两 条 直线 共 面 ， 要 求 它们 必须 司 时 在 一 个 平面 上 。 另 
外 ， 条 件 (* ?虽然 是 两 条 直线 共 面 的 必要 充分 条 件 ， 但 是 对 于 
两 条 直线 相交 来 说 ， 它 只 是 必要 条 件 ， 面 不 是 充分 条 件 。 如 果 
行 判断 两 条 羡 线 是 否 相 变 ， 那 么 可 先 看 条 件 4* ?是否 成 立 ， 如 
染 条 件 (*) 成 立 ， 然后 再 答 查 一 下 两 条 直线 的 方向 向 其 是 否 共 
线 ， 老 不 三 线 ， 则 二 已 知 直 钱 必 相 交 ， 


例 忆 知 直线 
和 
以 及 它们 的 公 垂 线 方程 为 


ti 《含有 站 : x 一 2 人 +5s-8=0| 
ms 《含有 9): x+y-%-1=0 | 
试 求 公 算 线 与 了 ,gf 的 交点 和 ,4 的 最 短 距 离 ， 
解 ”为 了 求 出 公 牌 线 与 p,qg 的 交点， 把 p 的 方程 写成 参 
数 形式 
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x 二 3+21 

y= 

%—1 
代入 x 的 方程 ， 得 /= -5 再 代 回 参数 方程 ， 则 得 平面 z: 与 
直线 p 的 交点 Mi (二 ，- 了 ， 1 )， 而 且 该 点 满足 mm 的 方 
程 ， 所 以 以 ， 确 是 p 和 公 垂 线 的 交点 。 同 理 可 求 得 9 和 公 刁 

了 13 
线 的 交点 Mt 人， 2， 二 
直线 六 和 7 的 最 上 短 些 离 是 


Te 
WH 
四 小 第 


为 了 使 读 痢 更 好 地 党 所 本 章 的 主要 内 容 ， 我 们 把 它 松 插 如 
下 ， 

一 ”平面 

1 关于 平面 的 基本 定理 在 空 亲 站 角 誉 标 系 中 ， 平 面 的 
方程 是 一 深 的 ， 一 次 方程 天 东平 面 ， 

2 平面 方程 的 几 种 形式 


《1) 点 法 式 

要 (人 一 YN) 十 有 人 一 上 人 (人 -一 站 
(2 ) 一 般 式 

Ax+By+Cz+D=0 
3) 三点式 


x | 
| 二 
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《di )》 截 距 式 
本 


了 
一 一 + 一- -一 十 -一 二 1 
a c 


《5 ) 法 级 式 
XCDOSCL 上 COST 十 RDOS — p= 
3 ”平面 的 一 般 方 程 AAx+ By+ Cx%+ 了 =0 化 为 法 组 式 方 
程 胸 法 化 因子 为 
1 
TA 
其 中 分 母 的 符 弛 出 也 的 符号 决定 。 妆 了 二 0 时， 取 正 号 ， 了 20 
时 ， 取 负 号 。 了 = 0 了 时， 任意 选取 ， 


一 直线 
用 组 方程 的 几 种 形式 
《1 ) 标注 式 
eT 
nr 而 
(2 ) 参数 式 
x = wtit 
i 
党 一 部 十 并 
《3 ) 末 氮 丈 
i 
光一 | oY 
(4) 一 般 式 


了 37 二 人 二 到 = 站 ] 
,x + By +: 十 P,=0j 


(1)》 碟 于 xy,%) 到 平面 


CDSC 十 )COS 请 十 SCDOSY — p=0 


d=| xcosz WCGs 上 二 cosr ~—p | 
C2) 所 则 (os 到 首 线 


xx 为 


py 
的 席 亢 为 
V % ~ 1 一 和 XI Xl 十 lx I 了 
i i | | 
d = m 2 4 i mm 
I 
(3) 典 杂 异 面 捍 线 
OT 
I PA, 六 | 
利 
人 ~ 
NH 下 
之 间 的 中 高 为 
[Xo 一 时 人 
上 1 六 | 
1, 7, 如。 
1 的 绝 对 全 
1 !| 十 ， l | 十 | 1 
py EE ff, 
四 ” 交 人 角 
1) 两 个 平面 
Aw+r ByrCg+t+ DD,=0 
各 


Ax t+ Byt+ Cst+ D,=0 


的 来 衣 F， 岂 公式 
,A, + B,B, + COC, 
COSF = 一 -一 一 = = 一 人 一 和 
vw Ar Br A + Bs: CC 
确定 ， 共 中 0 和 7 
(2 ) 两 条 直线 
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(3 ) 直线 


TO 


与 平面 
Ax+By+C%+D=0 
之 了 癌 的 盘 8， 由 公式 


。 [A 及 六 十 万 过 | 
sin# = OO 
it hitrCi :im +r 


确定 ， 其 中 0<0< 瑟 
五 ”垂直 、 有 平行、 重合 的 条 忻 
1 两 个 平面 
x+ 有 二 ETD=0 


Ax+B yt+tis+t+D,=0 


C1) 垂直 的 必要 多 分 条 性 为 
A A,r BB,+CC,=0 


(2) 平行 的 必要 充分 条 性 为 


一 一 一 


《3 ) 重合 的 必要 充分 条 忻 为 
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2 两 条 直线 
EN 
， 
入 
i 一 姑 人 攻 一 和 
1 
(1) 垂直 的 必要 充分 条 件 为 
Ei, 0 
{2 ) 平行 的 必要 充分 条 件 为 
fl 
J 放 : 本 
3 ”直线 
li 了 一 和 -着 一 2 
i 1 
与 平面 


Ax+ Byt+Cse+D=0 
(1 ) 垂直 的 必要 充分 条 件 为 
4 B _ © 


ee | 一 -一 一 一 


: rs 才 
(3 ) 平行 的 必要 沈 分 条 件 为 
47 Bmt 人 Cw=0 
(3) 在 上 的 必 守 充分 条 件 为 
AT+ Bmt+tn= | 
Axot Bys+ Czot t= 
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第 四 萤 ”二 次 曲面 学 习 指导 


一 ” ”本草 要 点 


本 章 主 要 介绍 几 种 常 抑 的 一 次 曲面 ， 如 旋转 曲面 、 巾 加 
面 、 双 昌 面 、 掀 物 耐 ， 锥 面 和 柱 面 。 讨 论 监 面 和 曲线 方程 的 概 
念 以 及 利克 的 二 涩 曲 画 的 方程 和 形状 ， 这 一 方面 是 为 了 生产 及 
生活 实际 的 需要 ， 另 一 方面 也 是 为 了 进一步 学 习 其 他 学 科 提 供 
具体 的 几何 形象 ， 


二 基本 要 求 


1 很 好 钼 解 烛 而 和 曲线 方程 的 导出 方法 ， 弄 清 昌 面 与 其 
方程 之 间 的 尖 系 ; 
2 掌握 旋转 山 面 的 定义 及 其 方程 导出 的 思想 方法 ， 牢 记 
识 转 曲面 的 业 点 ; 
3 掌握 椭 园 面 、 双 曲面 、 抛 物 面 、 锥 面 和 柱 面 的 标准 方 
， 会 用 平行 截 口 法 讨论 诸 师 击 的 形状 和 性 质 ， 


内 容 分 析 


$1 ”曲面 方程 
本 节 从 理论 上 严格 地 给 出 了 曲面 与 方程 的 定义 ， 并 指出 
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了 可 能 疯 到 的 几 种 特殊 情形 ;提出 了 本 章 的 讨论 对 象 以 及 讨论 
中 遍 涉 及 的 司 题 ， 
几 点 说 明 ， 
1 曲面 方程 的 意 尽 
曲面 方程 的 意义 和 平面 曲线 方程 的 意义 相 类 假 ， 那 就 是 把 
作为 点 的 轨迹 的 曲面 所 适合 的 规律 性 用 代数 式 丧 示 出 来 。 上 后 变 
动 内 规律 性 在 几何 方面 用 点 的 轨迹 来 表示 ， 在 代数 方面 用 代数 
方程 来 表示 。 因 此 ， 在 交角 举 标 系 下 ， 作 为 动 点 轨迹 的 曲面 与 
握 的 开标 所 狼 足 的 方程 之 同人 妇 妆 了 对 应 关系 ， 
如 果 ， 从 集合 的 观点 来 看 ， 方 程式 Ftxw，y，%) = 0 把 空间 
里 所 有 点 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 二 坐标 油 足 方程 的 成 的 全 合 ，! 
一 部 分 是 坐标 不 满足 方程 的 点 的 集合 , 前 者 即 为 工人 r，.J，z) = 小 
耶 确 定 的 曲面 ， 
2 方程 上 (zx，?，2) = 站 可 能 代表 的 几 种 曲面 
在 解析 几何 中 ， 通 常用 形 如 
Flix, F, %)} =0 
的 方程 来 表示 时 面 方 黎 ， 这 里 了 是 x，y，% 的 有 理 整 函数 ， 当 
上 具有 各 种 不 同形 式 时 ， 它 伐 表 各 种 不 同 的 曲面 。 其 中 值得 注 
意 的 有 下 面 两 种 情形 ， 
(1) 昌 面 的 点 都 是 虚 点 ， 即 空间 不 罕 在 坐标 满足 方程 的 
实 点 。 这 种 曲面 称 之 为 虚 曲 面 。 如 
x 二 
(2) 曲面 上 内 有 一 个 实 点 或 曲面 退化 成 一 条 曲线 (包括 
再 线 ) ， 称 之 为 退化 曲面 。 邵 
w=0, (一 LO 一 及 50 
前 者 表示 x =?= 0 的 直线 ， 即 0z 轴 后 者 表示 过 点 【za，2， 中 
的 平行 于 0z 轴 的 直线 . 
六 其 
(x 二 十 完 1 + 二 从 
表示 05stx = 所 平面 与 球面 x + + z= 1 相交 的 阐 ， 
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由 上 所 述 ， 方 程 所 表示 的 曲面 ， : 般 有 三 种 可 能 : 实 罚 
面 、 旭 曲 面 和 退化 曲面 . 
3 曲面 的 参数 方程 
曲面 方程 除 .上 述 常 见 的 形式 z= (tx, WAP, Fy %}=0 
外 ， 上 再 介绍 一 种 参数 形式 
x = (#1) 
P= Ful, 2) 
各 
也 就 是 把 曲面 的 流动 坐标 x，7》，zx 分 别 表 示 成 两 个 辅助 变量 wz 
的 顶 数 ， 称 这 组 天 数 为 曲面 的 参数 方程 。 变 数 妈 “出 做 参数 ， 
例如 ， 以 举 标 原点 为 中 心 ， 半 征 为 + 的 球面 参数 方程 为 
«=rsine cosg, y= rsiny sind, %= rcCOsy 
其 中 路 9 为 参数 ， 
曲面 方程 的 参数 式 在 高 等 数学 和 微分 几何 中 经 常 使 用 ， 
4 应 用 
根据 方程 与 曲面 的 定义 ,我们 可 以 前 接 验 证 茶点 训 , 是 否 在 
已 知 曲面 上 。 即 只要 把 该 点 的 堂 标 代 六 曲面 方 和 在， 若 坐 标 满足 
方程 ， 则 该 点 在 曲面 上 ， 否 则 ， 就 不 在 曲 闻 上 . 
例 试 判定 点 前 (2, 一 3，6)， 旧 ,(3，2， 一 4 是 否 在 球 
面 x**+y 人 + = 49 上 ? 
解 ” 糙 点 划 时 : 的 至 标 分 别 代 入 方程 ， 则 有 
-9 
2 
因为 ， 订 ,点 的 坐标 满 是 方程 党 + 天 + 宇 =49， 所 以 并 ,局 征 球面 
上 而 间 : 点 的 党 标 不 满 足 方 程 ， 所 以 间 。 点 不 在 球面 上 上。 


2 曲线 方程 


本 节 首 先 定义 了 空间 曲线 ， 然 后 给 出 曲线 方程 的 两 种 表示 
形式 ， 一 是 一 般 式 ， -中 参数 式 。 同时 给 出 了 阔 三 个 曲面 区 品 
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的 代数 方法 ， 
儿 忆 讲 虹 ， 
1 关于 基线 方 各 的 表示 
空间 曲线 是 作为 两 个 册 窗 的 交 线 来 定义 的 ， 它 的 一 般 方 各 
为 
px }, %)=0| 
wr, yy, 5) =0] 
其 中 ，=0， 少 = 0 分 因为 黄 个 已 知 曲 商 方 程 , 
为 什么 已 知 空间 曲线 叮 以 用 方程 
pp Fe EY) PN 二 
中 的 任意 两 个 曲面 方程 表示 呢 ? 
为 放 明 此 问题 ， 我 们 不 妨 先 回忆 一 下 平 商 解析 几何 中 的 直 
线束 ， 
平 商 内 和 过- 己 舌 成 新, 的 所 有 直线 构成 直线 东 。 如 有 霖 ， 已 
智 点 章 , 用 二 让 绿 的 次 点 来 表示， 即 
Ax+B y+t=0) 
,x+ By +C,=07 
则 过 间 的 丰 弘 型 方 程 为 
ix + B yt) ip + Bry+C =0 
对 于 不 同 的 4 和 产值， 此 方程 确定 过 已 知 点 型 。 的 不 同 直 线 . 
这 上 时， 已 知 点 章 ， 当 然 可 以 用 直线 束 中 的 任意 两 个 直 钱 方程 来 
与 此 相仿 ， 空 间 内 过 同一 曲线 的 曲面 有 无 限 和 多 个 ， 这 些 虎 
面 构 成 骨 面 更 。 如 加、 富阳 曲线 方程 为 
Tr, J SS)=0) 


二 用 


SI -0 
则 方程 

PoEx, J SE) + 8， w= 
即 为 这 该 曲线 的 曲面 求 方程 。 所 以 ， 空 间 曲 然 可 以 用 束 中 的 任 
意 二 则 高 方程 来 表 尺 ， 
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对 于 空 呵 划 缆 还 茸 男 -种 表示 一 -参数 式 ， 如 上 果 把 曲线 者 
恬 质 点 运动 的 轨迹 ， 邢 末 和 参数 表示 法 对 于 讨论 与 质点 位 置 有 关 
的 一 些 疝 题 ， 会 带 来 很 大 方便 。 央 此 ， 它 在 物理 学 中 经 常人 属 
用 . 
曲面 方程 的 上 述 黄 种 形式 是 可 以 五 相 转 化 的 ， 
例如 ， 出 一 般 瞩 程 解 出 x 与 ;?， 我 们 就 得 出 形式 
x=f (2, y=/,(%) 
独 六 读数 % 又 可 做 是 为 -变数 1 的 国 数 ， 旭 = Yl 四， 那么 
一 般 方程 就 化 为 参数 式 
X= YFP %= Pt) 
友之 ， 册 参数 方程 六 去 ,就 会 得 到 关于 {x，3，z) 的 两 个 
方程 ， 即 得 到 一 般 方程 ， 
方程 的 上 述 西 种 形式 在 应 用 中 ， 根 据 不 同情 兹 ， 可 任意 选 
用 。 


33 旋转 曲面 


本 节 首 先 讲述 了 旋转 曲面 的 定 交 ， 从 定 多 出 发 分 析 了 旋转 
曙 面 的 基本 特征 ， 在 此 基础 上 导出 了 旋转 曲面 的 方程 ， 从 五 个 
具体 的 旋转 曲面 方程 中 ， 妇 纳 出 旋转 曲面 方程 的 特点 。 本 节 为 
§4, 35, S6 的 讨论 准备 了 条 件 ， 

几 点 说 明 ， 

1 对 旋转 曲面 定义 的 解释 

在 空间 ， 设 已 向 自 线 为 a, 与 它 
在 一 个 平面 上 的 平 商 申 弘 为 上 。 当 
曲线 工 统 百 线 4 旋转 时 ， 王 上 的 每 
一 点 都 描绘 出 一 个 癌 周 ， 此 珊 周 所 
在 的 平面 伏 让 于 直线 4， 且 略 心 在 
此 直线 上 (和 赂 19， 。 商 且 该 圆 的 半 
径 等 于 该 点 到 直线 a 的 距离 .直线 
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称 为 旋转 轴 ， 耻 母线 工 描 出 的 曲面 称 为 旋转 曲面 ， 
由 此 ， 得 出 旋转 曲面 有 如 下 两 个 特征 ; 
(1) 几 旋 转 曲 面 ， 用 垂直 于 旋转 轴 且 与 其 曲面 相交 的 平 
面 去 截 ， 其 戴 口 曲线 定 为 -- 个 赔 
周 ， 称 之 为 平行 圆周 ， 
《2 ) 用 平行 于 旋转 轴 且 与 其 
曲面 相交 的 平面 去 截 ， 则 截 日 曲线 
: 般 为 与 母线 同类 型 的 曲线 (图 20) 。 
特别 征用 过 旋转 轴 的 平面 去 
帘 ， 其 截 口 曲 线 就 是 母线 ， 只 是 位 
置 不 同 而 已 ， 图 20 
2 旋转 曲面 方程 的 特点 
依据 旋转 曲面 的 上 述 特 征 ， 讲 义 中 详细 地 推导 了 求 旋 圭 曲 
面 方 程 的 过 程 ， 这 里 不 再 费 述 ， 但 此 过 程 却 给 出 了 如 下 规律 ， 
为 了 求 得 曲线 五 (y，z) = 0 绕 口 z 轴 的 旋转 曲面 方程 ， 只 蓝 
用 x+ 六 去 代替 此 曲线 方程 中 的 y 即 可 ， 
关于 平面 曲线 绕 另 外 的 坐标 轴 的 旋转 ， 所 生成 的 曲面 也 具 
有 同样 的 规律 
例如 ， 当 母线 FQ，z) = 绕 07 畏 旋转 时 ， 由 上 述 规 律 直 
搂 得 到 旋转 曲面 的 方程 为 
F(y7，Axe+ 于 ) = 
3 ”旋转 曲面 的 次 数 
平面 曲线 (yy，%) = 0 线 0z 和 0;y 轴 旋转 生成 的 旋转 上 曲 曾 
方程 分 别 为 FF (vx:+ 半 ，%) =0 和 FCy，w x: 了 ) =0， 根 据 
曲面 与 方程 的 关系 ， 这 两 个 方程 代表 两 个 不 同 的 旋转 曲面 。 为 
明 旺 起 抑 ， 这 里 不 妇 举 一 实例 给 以 说 明 ， 
例 设 母线 方程 为 
y= 2p% ) 
x 二 改 / 
使 其 分 别 经 Oxz 和 07y 轴 旋转 ， 求 其 旋转 曲面 和 方程 。 
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解 ” 由 旋转 曲 珂 方程 -- 般 摔 导 睛 法 〈 见 讲义 ) 可 直接 得 
出 ， 
绕 Dx 杀 能 转 〈 图 21) 的 曲面 方程 为 
i 
绕 07 轴 旋转 (图 22) 的 曲面 方程 为 


2p x 


bls dp (Cx .| 名 21 


图 22 


由 此 便 看 出 ， 同 一 母线 绕 不 同 的 办 旋转 ， 生 成 的 两 个 不 同 
机 旋转 曲面 的 砍 数 也 不 -- 定 相同 ， 所 以 旋转 曲面 不 限于 二 次 曲 
面 ， 也 可 能 是 高 次 曲面 或 超越 曲面 〈 当 母线 为 超越 曲线 时 ) 。 
讲义 上 本 市 中 的 例 2 环 面 奈 是 4 次 代数 曲面 。 但 二 次 此 线 绕 其 
对 称 轴 旋 转 所 得 到 的 上 曲面 ，-- 般 吓 一 次 的 ， 


34 椭圆 面 
83 音 叶 双 曲 面 
Sb 人 双 叶 双 曲 面 
这 三 节 的 内 容 是 讨论 三 个 一 般 的 二 次 曲面 ， 其 处 理 方法 是 
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在 旋转 曲面 的 基础 上 ， 通 过 伸缩 变换 ， 导 盟 这 三 个 电 面 的 方 
程 ; 然后 利用 平行 截 口 法 进一步 研究 各 国 面 的 形状 及 性 质 。 学 
习 针 ， 首 先 要 掌握 这 三 个 曲面 的 方程 。 而 且 会 用 平行 截 台 法 综 
合 呈 方程 所 代表 的 虹 面 的 近似 图 形 ， 

几 点 说 虹 ， 

1 已 知 曲 面 方 穆 ， 怎 样 用 平行 截 口 法 绘 出 方程 所 表示 的 
昌 面 赂 形 ， 

由 上 曲面 方程 讨论 昌 而 的 形状 ， 一 般 基 用 平行 截 口 法 ， 即 对 
咏 面 的 标准 方程 ， 分 别 用 xx= 严 ?=7 5= 下 (zz，z， 点 取 0， 
士 1， 土 3， ) 平面 去 截 ， 观 察 


上 《xy 5) =0Y Ptxsys%) 0 Flx,y,%)=0 
x= ml y= | 


的 形状 和 变化 规律 ， 然 后 巡 台 绘制 曲面 图 形 的 轮 麻 ， 即 为 相应 
方程 所 确定 的 蝎 面 。 

具体 步 缀 如 下 ， 

第 一 步 ， 通 出 部 标 系 ; 

党 二 步 ， 是 出 三 个 堂 标 面 上 的 礁 吕 蝎 钱 ; 

第 三 步 ， 画 出 至 行 于 坐标 而 (x = 天 1 =#， 包 = 二) 的 平面 
于 的 堆 口 贸 线 ; 

第 四 步 ， 综 合成 期 面 阁 形 . 

要 肛 成 上 述 工作 ， 涉 太 到 如 何在 空间 真 骨 坐标 系 中 ， 绘 制 
不 同方 加 的 堆 呵 曲线 的 画 法 问题 。 为 此 ， 我 们 将 最 党 用 的 二 次 
电 线 近 羽 图 形 别 法 分 绍 如 下 ， 

1) 在 华 标 面 上 、 

: 李 加 ， 利 用 悄 贺 的 基本 算 形 ， 画 上 出 椭圆 的 近似 图 形 。 如 
图 表 ()， 
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坐标 面 起 日 由 线 亨 积 


] 
| | 


CY 


1 双 曲 线 ， 利 用 基本 短 戎 和 渐 近 线 ， 画 出 双 曲 线 近 似 图 
形 。 如 图 表 (1)， 


pA 


tl 执 物 线 ， 利 用 对 称 轴 及 开口 方向 ， 果 出 近似 图 形 。 如 
图 表 (下 ). 


图 节 首 


坐标 而 搜 物 线 方程 ] 当 线 图 形 | 


一 


一 CT eo 


ry 


ys 


87 椭圆 抛物 而 
38” 双 井 抛物 面 


销 图 和 匈 笑 而 和 双 曲 挑 物 面 ， 又 统称 为 抛物 面 ， 它 们 也 是 两 
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种 常 抑 的 曲面 ， 本 节 基 这 用 移动 的 观点 导出 了 它们 的 方程 ， 然 
后 也 是 用 平行 截 口 法 讨论 其 曲面 的 形状 及 性 质 ， 

-点 说 明 ， 

关于 二 次 央 面 的 定义 和 它 的 方程 。 

由 8$3 知 道 ， 旋 转 肛 而 是 用 点 的 轨迹 来 定义 的 ，84 一 86 中 各 
曲面 是 在 $3 的 基础 上 上 ， 通 过 仲 缩 变换 而 得 出 的 ，$7 一 $8 大 利用 
动 曲线 在 某 种 条 件 下 移动 时 ， 形 成 的 戎 面 ， 

本 书 的 这 种 处 理 方法 是 比较 自然 的 ， 其 他 多 数 教材 中 对 于 
84 一 88 中 的 诸 曲 商都 是 直接 用 方程 来 定义 的 。 因 此 ， 有 时 使 人 
感到 突然 ， 事 实 上 ， 寺 于 椭 因 面 , 剃 叶 双 其 面 , 双 叶 双 曲面 也 完 
全 可 以 用 动 曲线 在 某 种 条 件 下 移动 来 定义 。 就 是 先 给 出 二 次 项 
面 的 几何 轨迹 ， 然 后 导出 它 的 方 
程 ， 

例 和 如， 椭圆 驹 可 以 加 下 定义 ， 
Tp 己 知 坐 标 系 ”Oxy%s， 在 Ox% 
a ” 面 上 有 一 个 髓 贺 AQC (图 23)， 在 

”0yx 平面 上 有 一 个 机 圆 BRC， 裙 

圆 3RC 和 AQC 相 交 而 且 有 共同 的 

轴 CD, 

取 - 一 动 椭 赔 RP8， 它 所 在 的 平 

亨 x 重 直 于 平面 AQC 和 BRC, 污 # 
平行 于 Oxy 平 面 变 动 ， 且 动 糊 赔 RPQ 的 长 轴 和 短 轴 的 两 个 端点 
分 别 在 棋 贺 BRC 和 4QC 上 时 ， 动 酉 加 RPe 形成 的 曲面 就 是 柄 
圆 而 ， 

梢 图 面 方程 也 亦 难 导出 ， 设 动 酉 男 的 任意 位 置 为 0RN( 吕 
图 23)， 玉 为 > 与 0Oz 轴 变 点 中心 )，&，R 分 别 在 捕 图 AQC 和 
8RRC 了 上 移动 ， 划 果 设 总 几 = a,0B=#,， DOC= 6, 而 则 上 呈 Csxy yy 各) 
为 动 峰 加 上 任 -点 ， 则 动 帮 回 9RN 的 方程 为 


1 (1) 


NU NER: 


2817 


国 为 点 @ 在 酉 加 40C 上 ， 所 以 成 立 等 式 


Ne =1 即 NO:= a:(1- 乞 ) (2) 
本 


又 因为 点 在 椭圆 BRC 上 ， 所 以 成 并 等 式 


NE 
-+ 


将 “2)，(3 ) 代入 (1) 得 椭 硫 面 方 程 为 


二 了 半 
攻 
- ， + - -一 二 1 
a br ee 


a -1 即 NR:- 人 1- 到 (3 ) 


当 a=b=r 时 即 为 球面 
类 似 地 也 可 以 定义 其 他 曲面 和 推导 出 它 的 方程 


$9 柱 面 
SI0 锥 面 


本 节 给 出 了 一 般 竟 柱 面 和 锥 面 的 定义 〈 非 圆柱 、 贺 玲 ) 及 
其 方程 的 推导 方法 ， 要 求 读 者 在 给 定 的 条 件 下 会 导 册 性 面 和 惟 
面 方 程 ， 

一 点 说 上 朋 ， 

在 讨论 锥 面 时 ， 有 时 过 到 记 谓 渐 近 和 锥 面 章 问题 ， 现 在 对 源 
近 锥 面 的 性 质 加 以 讨论 . 


2 


也 2 和 到 
锥 面 污 + 3 二 =0(1) 是 单 叶 双 曲面 到 + 末末 = 荆 3) 


和 双 直 双 曲面 兰 “六 -和 世 = -1 (3 ) 的 其 近 锥 面 
我 们 用 平行 截 口 法 来 证 明 这 个 事实 。 
首先 观察 ， 用 x = 0 去 截 上 述 三 曲面 的 截 口 曲线 分 别 为 
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(C111 


于 24 x= 属 ] 
从 方程 不 难 君 出 曲线 《iD 二 是 x = 省 平面 上 的 一 组 鞭 
罗 双 曲线 。 有 曲线 (1) 正好 是 此 共 轩 双 曲线 的 淆 近 线 。 同 样 ， 用 
?=10 去 戴 仍 得 担 同 结果 。， 即 锥 面 的 截 口 曲线 是 单 叶 双 明 面 和 双 
叶 双 曲面 在 同一 鹤 平 面 上 截 口 肝 线 的 莉 近 线 ， 
当 用 “= 点 《图 24)》 平面 去 鹤 时 ， 三 个 归 面 的 截 口 曲线 分 
别 为 


{a) 
| 
4 : 
放 Cb) 


| {CY 


( 当 | AI<C 时 无轨 迹 ， 故 取 1 [PC) ， 显 然 截 口 皆 是 椭圆 旧 
线 . 它们 的 长 、 短 半 轴 分 别 记 作 4， 名， 4 2 其 
信和 为 

(2 曲线 的 长 半 轴 为 a'= 三 | 让 | 
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短 半 钠 为 = 全 
(b) 则 线 的 长 半 轴 为 2" = ve 
粳 半 轴 为 办 = 和 vw + 局 


(c) 曲线 的 长 半 轴 为 p0 = 三 w 一 


短 音 轴 为 如 "= fv 一 
下 面 只 须 证 明 ， 当 二 ->oo 时 ，e' 是 asd 的 极限 ， 
Br Bb 的 极限 即 可 , 四 | 
jim Ca -aD) 0, im 一 六 二 站 
，- 二 。 


limte -eey=0，imf 一 六 一 修 
Ei 


二 。 
证 是 ， 
二 ad ri ei -一 | 区 
Ek: || 
= 1 
“ts 上 8 
V 在 ” 1 下 | 
- a (vi Li Ei ae 
多 | 一 
1+ | 
c 
- -人 2- 
M1, | 
而 当 二 co 时 站 
人 
和 5 
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t 是 


lim fo 一 站 二 
阿 理 ， 可 证 得 (人 -8 一 站 


因此 ， 用 4 去 能 ， 泊 有 oo 时 ， 单 叶 双 有 前面 的 糊口 曲线 的 
极限 是 锥 面 的 碘 口 曲线 ， 故 铁 面 是 单 叶 双 曲 面 的 狐 近 锥 面 ， 

用 类 伺 的 方法 ， 不 难 证 得 该 锥 面 也 是 上 面 戏 叶 双 脂 宙 的 浙 
近 锥 和 面 , 


N11 下 纹 面 


和 讨论 了 直 纹 面 上 朝 母 线 的 性 
和 质 ， 一 次 曲 面 的 直 纹 面具 行 四 种 ， 柱 、 锥 、 单 叶 双 曲面 
向 双 二 鸳 筷 而 

一 点 说 明 ; 

在 讲 兰 中 已 经 知道 ， 锥 面 和 柱 面 是 直 和 绞 面 ， 而 单 吐 双 曲面 
科 双 申 抛 物 面 是 否 是 由 直 鳞 运动 所 构成 的 昵 ? 从 外 形 上 看 去 并 
不 有 明显， 都 么 ， 我 们 只 有 用 代数 方法 来 证 明 它 确实 是 由 直线 构 
成 的 《 讲 六 已 证 ) 。 在 这 一 点 上 ， 要 切 鼠 雪 观 上 的 错觉 所 带 来 
的 不 正确 结论. 

那么 。 为 什么 椭圆 窗 、 双 叶 双 曲 曾 和 椭 辣 抛物 面 厅 是 直 纹 
面 呢 ? 

因为 情 贺 面 是 个 有 界 暑 面 ， 它 不 可 能 含有 整 条 的 直线 而 


双 叶 双 曲 面 二 + -= -1, 凡 平 行 于 举 标 面 0xzx 的 平面 去 


蕉 ， 奏 口 曲 线 为 李 图 ， 所 以 在 该 曲面 上 上 不 可 能 含有 与 平面 Dxs 
平行 的 直线 ， 一 切 与 平 萤 Oxy 相交 的 直线 ， 也 不 可 能 理 条 的 在 
这 个 曲面 上 上 ， 因 为 这 个 曲面 上 没有 在 平面 Oxz 邻近 的 点 ， 所 以 
双 叶 双 曲 曾 不 是 直 纹 面 。 同 理 ， 酉 疝 塌 物 而 也 不 是 直 纹 面 ， 

在 坟 纹 面 中 ， 有 的 沿 直 母线 前 开 之 后 可 展 成 -个 平面 ， 这 
样 的 直 歼 而 叫做 可 展 上 曲面 ， 如 柱 面 、 错 面 。 否 则 钊 做 不 可 展 的 
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曲 曾 ， 如 流 曲 抛物 面 . 


四 小 和 丝 


为 了 概括 地 系统 地 掌握 本 章 的 主要 内 容 ， 我 们 把 它 整 理 如 


和 > 
一般 攀 加 面 (三 轴 猜 圆 面 》, 定义, 方程 .图形 ,性 拓 
_ 科 将 间 叶 下 前 定 、 方 ,国政 作 质 这 
一 般 单 叶 双 曲面 : 定义、 方程 ,图 形 , 挫 夺 
一 旋转 双 叶 双 曲 面 ;定义 , 方 撤 ,图 形 , 性 质 
| 一 慑 双 时 双 蝎 面 , 定义 、 方 程 .图 形 . 性 质 
一 族 转 藉 肖 抛物 而 :定义 ,方程 .图 形 ,人 性质 、yy 吉 区 别 
二 天 让 和 一般 髓 团 锭 物 面 : 定义 、 方 各 ,图 形 , 性 身 ” 与 联系 
: - 双 曲 擅 物 本 ， 定 义 、 方 程 、 图 有形、 性 质 
| 一 四 竹 而 定义、 方程 、 图 形 、 狂 抽 
一 桂 面 ~ 精 国 柱 面 ， 定 义 、 方 程 、 阳 形 、 性 项 
一般 杜 面 | 站 曲 柱 商 ， 定 义 ， 方 竹 、 图 撒 、 性 硕 
| 地 物 柱 面 : 定义 、 方 程 、 图 形 、 性 质 
| 二 加 朴 面 ， 定 多 方程 、 图 落 、 攻 项 


一 锥 商 
| 定义 、 方 程 .图 形 、 性 质 


盖 蛙 叶 神曲 面 


~ 

也 
业 陨 
沁 网 
河 浴 


| 
| 
| 
| 
| _ 观 叶 双 葛 面 
| 
| 
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第 五 章 ”二 次 曲面 的 一 般 理 论 学 习 指 导 


一 ” 本章 要 品 


在 第 四 章 中 ， 我 们 介绍 了 几 种 常 名 的 二 次 曲面 。 它 们 在 直 
角 坐 标 系 中 的 方程 都 是 关于 x，?，z 的 二 次 方程 ， 面 且 是 标准 
形式 ， 标 章 是 在 直角 尝 标 共 中 ， 讨 论 一 般 二 次 方程 

HNN + A Pg 
+ OA + D244 二 二 二 从 (1) 

所 代表 的 曲面 ， 

虽然 代数 曲面 在 坐 乓 变换 王 次 数 不 变 ， 即 不 依赖 于 坐标 系 
的 选择 。 但 是 ， 同 一 个 曲面 在 不 同 的 坐标 系 中 ， 它 的 方程 一 般 
是 不 相 疗 的， 那么 ， 如 和 何 适当 地 选取 坐标 共 ， 使 其 曲面 的 方程 
具有 标准 形式 呢 ? 这 就 是 本 章 要 解决 的 主要 问题 。 具体 说 来 ， 
要 通过 平移 和 旋转 变换 ， 化 一 般 一 次 方程 为 称 准 形式 。 从 击 ， 
判别 方程 (1， 所 代表 的 曲面 的 类 型 。 

实际 上 ,解决 上 述 问 题 的 处 理 方 法 ， 类 似 于 在 平面 直角 坐 
标 共 下 -次 曲线 一 般 方程 化 为 标准 方程 的 过 程 ， 只 不 过 在 其 体 
处 理 过 程 中 ， 比 平面 的 情况 要 复杂 一 些 . 


二 基本 要 求 


1 熟悉 坐标 变换 公式 的 由 来 及 其 实质 : 

2 掌握 如 何 求 埋 面 中 心 和 主 方 回 的 方法 ， 

3 热 练 掌握 有 心 二 雇 曲面 和 无 心 二 次 曲面 化 简 的 步 允 ， 
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4 能 准确 判定 用 面 拟 属 的 类 型 。 
三 ”内 去 分析 


$1 坐标 变换 


本 章 给 出 了 三 个 变换 公式 ， 平 移 、 旋 转 、 一 般 变 换 . 其 中 
以 旋转 变 护 公式 为 礁 点 ， 特 别 要 并 清 旋 转变 换 中 新 旧 坐 标 抽 之 
同 所 成 的 几 个 角 以 及 它们 的 余 艾 间 所 具有 的 制约 关系 ， 

此 点 说 明 ， 

1 坐标 变换 的 实质 

平移 变 挽 和 旋转 变换 ， 实 际 上 是 原 举 标 系 本 身 的 一 种 刚体 
运动 的 结果 。 即 不 论 堂 标 系 如 何 选择 ， 曲 面 的 几何 形状 及 大 小 
者 不 发生 任 何 变化 。 在 这 一 点 上， 要 特别 注意 与 第 四 章 的 伸 绸 
变换 区 别 开 来 ， 因 为 伸缩 变换 是 不 改变 原点 、 不 改变 坐标 轴 的 
方 加， 但 它 改变 了 测度 单位 的 大小， 所 以 伸缩 变 斤 的 结果 是 使 
曲面 改变 了 形状 【 伟 长 或 缩短 ) ， 

2 旋转 变换 中 几 个 角 以 及 它们 的 余 茂 之 间 的 制约 关系 ， 
完全 由 旋转 变换 定义 本 身 所 内 草 ， 

已 知 空 间 直 前 举 标 系 的 旋转 变换 公式 为 

X= XCOSO 十 9COSCs 十 中 CDSC3 

站 二 CDSR + PCO 十 5COSP 《2 

= xcCOT, + YCOSY, + COSY, | 
其 中 ，x，.y， ?表示 原 华 标 系 中 任 一 点 的 华 称 ，w', 六 ,%' 表 示 新 
坐标 系 中 辐 一 点 的 坐 宗 ，cCosajy，cosji，cosi?; (=1，2，3) 分 
别 表示 每 个 谷 际 轴 的 旋转 方 品 ， 当 原 坐标 系 中 的 基本 加 其 记 为 
0 oo 0 新 坐标 系 基本 向 量 为 朴 ，0%， 0 时， 则 09 人， 的 在 
原 耕 标 系 中 的 分 解 表 示 式 为 
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一 > 一 他 _ 3 -3 
EE = COSAEl + cos fz COST 和 
me 2 一 ph 

gi = COS + cos + COST, ss 
一 一 他 一 
#4 = COSAAE + cos8 + COST, fF, 


由 旋 转变 摘 定 六 知 ， 测度 单位 大 小 不 变 ， 邑 2 ,e040 仍 是 
单位 向 量 ， 即 = EA 故 有 


COS2 + CO 二 CDs2 = 1 | 


(3) 


be mm 


COSIO, + COSB, + COSY ,= 1 C44) 
Cosa + CO + Cos 一 | 
叉 许 转折 二 个 轴 向 仍 保 持 两 观 秆 下 ， 即 


= 一 一 六 一 = Pe 
! ， 
EE 二 6 6 二 8 6 二 性 


故 不 难得 出 
Cosmreosa, tcospcosB: + Cost cosT,= 0 
Cosco +r COsSP cosp + COsT cos = 0 » (5) 
COSU .COS + COSP .Couf, + cosT ,coars= 0 
浆 因 为 坐标 轴 旋 转 时 ， 把 右 旋 坐标 系 仍 变 为 右 族 坐标 系 ， 
所 以 月 轴 基 本 向 量 w、 a 的 混合 积 必 与 新 轴 基 本 向 量 必 ,1 


"的 混合 积 同 信 ， 即 


1 总 0 
Tr 
{elf E3 = 0 1 9 二 1 
0 0 11 


cosa, CoOsSB, cost 
GCOS CO COST. |= 1 
CO Cos COST, 
3 “对 于 一 般 变 换 ， 只 要 我 们 拒 它 看 做 平移 变 搞 和 旋转 变 
换 的 合成 即 可 ， 实 际 做 题 中 很 少 直接 利用 一 般 变换 公式 ， 一 般 
厚 是 通过 疝 步 进行 ， 允 平移 后 旋转 ， 或 先 诈 转 后 平移 。 故此 不 
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理 蓝 述 ， 


32 ”用 平移 变换 化 简 方 程 
$3 用 旋转 变换 化 简 方 程 


这 两 节 主 要 讲述 如 何 求 出 平移 和 旋转 变 狐 公式， 并 通过 它 
们 将 方程 (1) 分 别 消 去 流动 坐标 的 一 次 项 和 坐标 乘积 项 。 其 
中 旋转 变 所 较 难 ，。 要 求 谈 者 确实 车 握 它 们 的 方法 . 

儿 点 说 明 ， 

1 平移 、 旋 转变 搞 化 简 方 程 的 实质 

坐标 变换 建立 了 在 不 问 誉 标 系 中 同一 点 的 坐标 之 间 的 对 应 
关系 ， 那 么 在 坐标 变换 下 ， 由 点 运动 所 生成 的 同一 册 面 方程 区 
有 什么 变化 昵 ? 我 们 不 芒 以 单 上 时 双 曲 面 为 例 ， 试 观 窗 之 ， 

设 单 叶 双 曲 面 标准 方程 为 

1 (6) 


a 


(a) 当 玲 标 原点 物 至 点 Mo Cen. ?00 时， 己方 程 变 为 


Ce Ex) 
a =1 (7) 
Cb) 当 原 坐标 系 经 过 旋转 变 措 后 ， 原 方程 变 为 


(x COSA + YCOSa, 二 8 COS03) 
A 
(x'COSH, + ycosp, + cosp,): 
十 一 - 一 -- 一 一 -~ 本 -一 -二 
(x COST 十 ?COST + COSY)? 

一 一 本 一 一 一 一 -一 着: 二 
比较 (6) 和 (7)，(6) 和 (8) ,不 难看 出 ， 出 坐标 
原点 位 置 的 变化 ， 使 原 标 准 方程 增加 了 关于 三 个 变量 <“，y，z= 
的 一 次 项 ， 由 举 标 轴 欧 旋转 ， 原 方程 增加 了 关于 三 个 变量 的 条 
积 项 、 由 地 目 然 想 到 ， 如 果 给 出 一 般 二 次 方程 (1〉， 能 理 通 
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过 于 移 变 换 消 去 一 次 天 ， 通 过 旋转 变换 消去 屁 积 项 昵 ? 回 管 是 
肯定 的 。 关 键 问题 在 于 如 何 找 出 恰当 的 新 侄 标 原 点 !; 如 何 适 当 
选择 尝 标 轴 旋 转 的 方向 。 这 就 是 在 讲义 中 所 讲 的 求 二 次 曲面 中 
心 和 求 二 次 昌 画 的 主 方 回 问题 。 所 以 平移 蛮 换 化 简 方 程 的 实质 
聊 是 将 坐标 原点 移 到 曲面 的 中 心 ， 使 一 般 二 次 方程 消去 一 次 
项 ， 旋 转变 换 化 冰 方 程 的 实质 ， 就 是 将 原 坐 标 轴 的 方 癌 旋转 到 
平行 于 曲面 前 主 方 疝 ， 使 一 般 二 次 方程 消去 坐标 乘积 项 。 
= 二 次 上 曲面 中 心 的 确定 
现在 我 们 来 回答 第 一 个 问题 ， 即 如何 找 出 恰当 的 新 坐 标 原 
司 。 
设 已 给 一 般 二 次 租 面 方程 (1) ， 以 它 的 对 称 中 心 为 新 坐 
标 原 点 提 (x mm，2) ， 则 有 平移 变换 公式 为 
入 二 和 十 和 二 
将 上 式 代 入 (1) ， 整 理 后 ， 得 出 其 系数 变化 规律 为 ， 
(4) -一 次 项 系数 不 变 
(b) 一 次 项 系数 变 为 ， 
Hi = A 项 寺 妇 儿 十 全 95 十 部 
ae Hr Fy Yo + gy + oy 
aa = Hp 十 as Ye 十 sa 全 下 | 
ic) 基数 项 本 为 
Ra = A + A Yo A + ns 
因为 平移 变换 的 最 终 月 的 是 为 了 消去 一 次 项 ， 那 么 ， 只 要 
找到 使 一 次 项 系数 27,，41,，z'， 等 于 零 的 zx， ， 罗 所 决定 
的 再 ,点 作为 新 坐标 原点 即 可 ， 实 际 上 这 样 找到 的 总， 后 指 好 是 
《1) 所 代表 的 曲面 中 心 ， 因 此 
-i 
doyNy 人 (Coy 
I 
岂 秽 中 心 方 香 组 。 
所 以 ， 怡 当 的 新 党 标 原 点 就 是 中 心 方程 组 《9 ) 的 解 所 决 
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定 的 点 。 由 这 点 的 党 标 所 决定 的 平移 变换 ， 就 能 把 (1) 化 为 
不 含 一 次 项 的 方程 ， 形 如 
GN 
十 人 二 用 

3 二 次 曲面 主 方向 的 确定 

下 看 ， 我 们 讨论 化 简 二 次 方程 的 第 二 个 问题 ， 如 条 选择 举 
标 轴 的 旋转 方 岛 ， 也 就 是 如 何 确 定 曲 面 的 主 方 向 , 

第 三 节 定理 1，2 ，3 售 诉 我 们 ， 对 于 一 般 二 次 方程 ， 必 
存在 二 两 相互 己 直 的 三 个 坏 方 器 a',t2' 83。 实际 上 是 说 明了 主 
方 加 的 存 企 人 性。 特别 是 定理 3， 又 组 分 为 二 种 情况 和 = 和 = 
入 = 克 寺 和 来 讨论 ， 分 别 给 出 了 求 
o's e998 的 惧 体 方法 ， 即 王 个 充 雪 条件， 

(a) 使 讲 区 中 方程 组 (7 )》 的 系数 问 时 等 于 零 的 必要 充分 
条 件 是 特征 根 = 如 = ?5， 

人 b) 使 讲义 中 方程 组 〈7 中 有 一 个 独立 方程 的 必要 充分 
条 件 是 特征 根 1 = 专 . 

(c) 使 讲义 中 方程 组 (7') 中 有 着 个 独立 方程 的 必要 充分 
条 件 是 1 差生 二 和， 和 二 丰 ， 

这 样 ， 就 大 大 地 缩减 了 由 方程 组 (7!) 确 定 主 方向 5 区 人 
的 计算 过 程 ， 

例如 情况 《ce) ， 只 要 出 一 般 二 次 方程 《1 ) 的 特征 方程 求 
得 特征 根 名，X，4 且 计 和， 三 加， 加 导 时 ， 就 可 以 在 方 
程 组 (7'》 中 任 取 两 个 独立 的 方程 ， 解 由 它们 组 成 的 两 个 三 元 
齐 次 线性 方程 组 ， 得 出 所 求 主 方 向 疝 量 党 标的 比 ， 针 


| 人 Ey Rl 4; | Rl 一 | | 
fi |: (1i0Y 
Hy 一品 A | | I ] Ha 2 OA | 
Hl | | a 1 | Hl A fl 
或 上 上 (11) 
ys sy di 9 一 才 ; a | Hs! 2 
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如 
| 
Pt 


至 


| a 
| 
| 


| A ' Hr | | I 
| 好 9 i Hn 1， 2， 3) 


或 | 
Hr Hg 一 A; | | a ~ A, fg 
一 上 一 一 六 ~ 一 一 字 
这 样 求 得 的 向 量 组 :8 人, 若 不 则 于 了 原 坐 标 中 向 量 绷 , 21 5 
的 定向 ， 只 要 改变 out = 1，2，3) 中 某 一 个 的 符号 就 可 以 了 。 
显然 ， 对 于 情况 (9%)，(b) 就 更 容易 解决 了 ， 
主 述 求 玉 方 癌 的 方法 ， 上 有 具有 训 下 世 和 何 解释 : 
戎 取 《7 中 的 前 两 个 方程 
Ca A ,+ A + A 从 
uf (dn HD mit Gute= 0 
证 0 = {iy Hs #}, -< = 《| 一 Aiy flys 4 9}, 
—y 
4 LA As — di, 于 
则 第 一 式 表示 向 量 上 7 上 不， 第 二 武 表示 吕 上 总 ， 所 以 ， 所 求 的 
六 方向 商量 (f 即 委 站 于 4。 又 要 直 于 / 故 二 的 方向 应 由 
才 x A 决定 


Hy 3 2 31 一 机 


je 一 机 | | | 


而 | 必 本， 一 | | s | | 
中 ?2 一 4 Hy ys dy | 经 za 一 A; | 
研 以 
Ha i en ~ 2 | la 一 人 4 
(| “| :| 
A A og | 3 3 Ra A di 
寻 〈10)7 和 式 ， 


司 理 ， 可 得 (31) 、 (12) 式 。 

下 夺 ， 我 们 举例 加 以 说 明 

例 求 二 次 曲面 3x 2 二 zw 一 4xy ~ 4y%++5=0 的 主 方 
叮 。 


解 
第 一 步 ， 求 特征 根 
出 特征 方程 


2 和 9 


|3—4 一 2 0 
— 2 2-4 —2 1=0 
0 -2 -1 


解 得 ,= 5， ;=2， :二 一] 
第 -一 步 : 求 出 主 方向 向 量 蔬 (2 = 1, 2, 3) 
当 和 = 5 时 ， 代 入 方程 组 〈?7 ) ， 得 
— D1 一 2H + OF = 0 
一 2 一 3 人 — 2#,=V 
Oi, — 2m, — 4%,=0 
肥 其 中 商 个 独立 的 方程 吕 ， 凶 ， 其 系数 秆 阵 为 


( 一 2 、) 

-2 3 

所 以 1 和 
0 -2 -2 
I 9 2 9, -2 -31 

让 1 六 二 4 


因为 如 为 单位 向 量 ， 所 以 


同样 方法 可 求 得 
4.= 2 时， 得 避 =1 忆 ， 
— 
3 A = 一 1 时 ， 得 ey = 1 


洛 三 步 ， 验 证 向 基 组 0 ?中 是 否 是 石 旋 的 ， 


因为 


es| rts c| 诸 ca | 53 
1 
elts 的 | ci 
一 
PE 
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:四 各 


一 
ee 


所 以 ， 向 量 组 5 5 为 已 知 二 次 曲面 的 主 方向 ， 且 为 右 施 
的 ， 


$4 有 心 二 次 曲面 的 标准 方程 


本 市 主要 介绍 如 何 将 “1) 中 的 有 心 二 次 曲面 方 得 化 为 标 
准 方 程 ， 由 此 来 确定 曲面 形状 ， 读 者 要 着 重 掌握 化 简 方 法 和 步 
绝 ， 

一 点 谨 明 : 

化 简 步 又 如 下 

第 一 步 ， 判 别 曲 面 是 有 心 划 曾 ， 即 玉生 让 

第 一 步 ， 求 曲 面 中 心 ， 

即 解 中 心 方程 组 

SN + 2 pt 


BN TT a 4 = | 


FT 癌 y 和 十 间 引 吕 0 二 尝 汪 二 全 


求 得 Xx，Yo，&%,， 
第 三 步 ， 计算 平移 变换 后 的 常数 项 
即 应 用 公式 
A = Po + 
来 计算 至此， 方程 (1) 变 为 
A or + Ra + DA + DA + DA YE + 8 = 
第 四 步 ， 求 出 特征 根 A (=1，2，3) 和 特征 向 量 (= 
t，2，3), 由 此 写 出 旋转 变换 式 ， 
第 五 步 ， 整 理 后 得 到 化 简 的 方程 
A 
其 中 a = 4 (因为 旋转 变换 下 常数 项 不 变 )， 
一 般 说 来 ， 有 心 二 次 曲面 的 方程 化 为 标准 形式 ， 最 好 是 多 
平移 后 旋转 ， 这 样机 以 减少 计算 量 ， 


301 


这 里 管 得 注意 的 一 点 ， 上 就 是 对 于 证 求 得 的 特征 根 和 es 和， 
是 骂 一 个 流动 八 标 平方 项 *” Y， 妆 的 系数 ， 一 盟 是 大 法 三 下 
的 ， 但 这 无 得 于 曲面 的 类 型 的 识别 ， 呈 不 过 征 时 面 对 称 四 的 标 
导 不 同 罢 了， 


5 无心 二 次 曲面 的 标准 方程 


本 地主 要 介绍 无 心 一 钦 曲 加 方程 化 为 标 惟 形式 的 过 程 ， 轰 
很 好 敬 握 化 为 标准 方程 的 步骤 。 
一 点 说 明 ， 
化 商 步 又 如 下 : 
第 一 步 ; 判别 一 般 方程 所 确 定 的 曲面 是 无 心 曲面 . 即 二 = 10， 
第 一 步 ， 求 特征 根 ， 
第 三 步 ， 对 于 仁 个 特征 和 根 求 其 相应 的 特征 问题 
2，3)， 写 出 旋转 变换 式 。 
第 四 步 ， 山 公 ; 
dp = at Mpt dns Cp=1, 2, 3) 
求 得 系数 4 a1， 
至 此 得 到 不 音 堂 标 溢 积 项 的 一 般 二 次 方 程 ， 形 如， 
AM 十 用 和 十 让 和 十 是 2 2 二 
第 五 步 ， 用 乱 方 法 得 平移 变换 式 ， 将 上 蛛 方程 化 向 为 标准 花 
式 ， 
这 里 值得 注意 的 是 ， 由 于 三 个 特征 根 4， 必 的 不 同情 
况 ， 化 简 后 的 方程 可 表示 11 种 不 同 的 无 心 曲面 ， 


一 学 


tz = 二， 


1 党 标 变换 
《1) 平移 变换 式 
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(2 ) 旋转 变换 式 
T=NCOS + ICOST, 十 部 COSC | 
了 ROSS 十 ecosi, 
gs = x COST + yOST, + % CoOs, | 
(3 一 - 般 变 搁 式 


= XCOSA -YCOSs 上 是 COSc + a 


= x Cos | YeoOsp, 7T COSh, +p | 


= COST + yy COs, + eCOST,+e 


一 -地 一 子 
(4) 共 本 阿 十 让 eo 5s 满足 如 下 美 系 


> -> —> 一 > 3) 汉 
(63 
它们 的 坐标 表达 臣 为 
CoOszei COs, — cos ;= 1 {z =1, 2, 3) 


COSAiCcoOsCi + CDSPiCOSH + cost :cosT ;= 0 

GE 7 1 = 1 2, 3) 
Cosrl Cosp, cosr, | 
cosr。 COSH, CoOsr, |= 1. 


| CO COSP, cosr, 
2 中心 方 程 纠 
Rn Fn 二 


0 0 


RN a Yh | ++ = 人 0 


它 的 解 是 二 次 则 面 的 中 心 ， 丰 平移 变换 时 ， 它 可 作为 新 坐标 系 
的 原 碾 。 

3 ”二 饮 了 幅面 的 分 类 

参 有 讲义 第 五 章 36， 沾 青 重 述 ， 
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第 三 部 分 “空间 解析 几何 
习题 解答 


第 一 童 ” 空 间 坐 标 系 习 题解 答 


1. 
和 解 ” 描 法 如 图 1， 

具体 作 图 步 又 见 讲 
头 和 学 习 指导 有 关 部 
分 ， 


和 


解 点 中 关于 口 xy 
坐标 面 的 对 称 点 坐标 为 
(3，2、-1)， 美 
于 Oy% 坐 标 面 的 对 称 点 
学 标 为 -3，3，1， 关 于 Dxx 举 标 陪 的 对 称 点 华 标 为 
3 1)， 关 于 DOx 轴 的 对 称 点 党 标 为 (3 ,23 ,一 1)， 
关于 03y 畏 的 对 称 点 坐标 为 (-3 ,2.， -1 ， 关 于 0xs 轴 的 对 
称 点 堂 标 为 (一 3 。， 一 2 ，1) ， 甘 于 坐标 原点 的 对 称 点 举 标 
为 -3，-~-2，- 1)， 

3， 

解 当 s>0 时 ， 点 的 位 置 在 一 、 四 、 五 、 八 卦 限 中 。 当 
20 时 ， 在 一 、 一、 五 、 六 封 限 中 ， 当 c 汪 0 时 ， 在 一 、 一 、 
三 、 四 封 了 眼中， 从 而 当 sm>0、8>0、z20 时 ， 点 4 的 们 团 在 
它们 共同 的 卦 限 中 ， 即 在 第 一 卦 限 中 ， 

辣 理 ， 当 < 一 0，2<0，ea0 有 时， 点 4 存 第 四 赴 了 眼中， 当 
4 点 有 4 在 第 二 封 限 中 、 当 4a-.0,， 5<0， 
E00 时 ， 成 所 在 第 七 寺 限 中 ， 当 4=0，5<0，ci 守 0 时， 点 4 
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在 第 ::， 四 填 限 癌 的 坐 标 平面 上 ， 即 Dyx 坐 标 面 .上 。 

4 

解 ” 由 坐标 的 定义 向， 版 
P 在 三 个 轴 上 小 的 短 足 坐标 分 别 
汶 (x， 90， 人， (0，3?7， 人 0 ， 和 
(0，0，x)》 。 点 了 在 三 个 坐标 
面 上 的 垂 足 坐标 分 因为 x，3， 
0), C0, YY, %) 和 (x 0, %) 
《图 2 )，. 

5, 图 2 

解 ” 因 为 点 女 关 于 Oy 轴 ,0% 轴 的 坐标 是 零 ， 所 以 凤 民 在 Ox 
办 上 。 同 理 点 8 站 0y 轴 上 。 面 点 CC 关于 03》 轴 的 坐标 是 零 ， 则 
点 己 在 Oxz 举 标 面 上 ， 同 理 点 了 在 0xY 坐 标 面 上， 

6. 

解 (1) 当 z=0 了 时， 举 标 满足 x = 的 点 为 DOxy 坐标 面 上 
平分 一 、 三 但 限 的 直线 ， 当 % 任 意 取 值 时 , 直线 平行 移动 形成 一 
个 平面 ， 此 平面 平分 空间 的 一 ， 二 、 五 、 怀 封 限 ， 所 以 满足 
% = 的 点 均 在 一 、 三 、 五 、 七 填 限 的 平分 面 上 《图 3 )， 


(2 ) 由 坐标 的 定义 ， 满 足 x =y=z 的 成 了 到 三 个 坐标 面 
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的 距离 相等 ， 因 而 到 三 个 从 标 轴 的 距离 也 相等 ， 因 此 满足 此 条 
件 的 任 一 点 与 坐标 原点 的 连 线 和 二 个 坐标 轴 构 成 相等 的 角 《 图 
4 ) 。 所 以 济 是 荣 件 xx -== 的 点 均 在 通过 坐标 原点 且 与 三 个 
坐标 轴 构 成 等 前 的 十 线 上 ， 

解 (1) 央 为 满足 坐标 与 .7 都 大 于 零 的 点 ， 在 一 、 五 封 
限 ， 对 x 与 ;都 小 于 零 的 点 ， 在 三 ， 七 逢 限 。 所 以 满足 xy 20 的 
是 在 一 、- 二 、 百 、 七 震 限 。 

(3) 因为 仅 标 请 足 320 而 之 0 的 点 ， 在 五 、 愉 卦 限 ， 
满足 了 01% 9 的 点 ， 在 三 、 站 圭 限 ， 所 以 华 标 满足 yz<0 的 
所 在 二 、 四 、 五 、 六 卦 限 ， 

C3) 上 内 为 坐标 满足 * 开 0 而 yz >0 的 点 ， 在 二 、 七 封 限 ， 
消 正 <0 而 xs22>0 的 点 ， 在 四 、 七 卦 上限 。 满 足 z<0 而 xy 一 0 的 
氮 ， 在 五 、 七 圭 眼 ， 所 以 举 标 讲 吕 xyz -0 的 点 在 二 、 由 、 五 ， 
七 卦 夏 ， 

3. 

解 ” 由 正 册 楼 锥 的 性 质 知 (图 5) ，0x 轴 平分 线 牙 P,P, 和 和 
P,P,, Oy 轴 平 分 线段 P,P, 和 P,P,， 而 底面 边 长 为 24， 则 底面 各 点 
的 堂 标 为 ， Pi(a, 4a, 0), PC-a, 2 0), Pi{-a, -#4, 0), 
Pla, =- #, 0}. 

下 库 求 顶点 的 举 标 :, 

OF:= Pi - DP: 
= (2a) — {a + wy 
一 和 

a OF=、 27g 
于 是 ， 顶点 的 学 林 ; 为 
$0, 0, vw 24), 图 5 

9 

解 ” 依 题 咎 项， 于 反而 的 四 个 顶点 分 别 在 COx 轴 租 07 轴 寺 
《图 6)， 上 卫 公 标 的 绝对 征 竺 于 底面 对 前线 的 一 半 ， 因 而 有 
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OP,= 0P.= 0P, = OP, 
OP + OP,:=m’ 
OP 2 2, 

' 9 


于 古 ， 下 语 面 四 个 顶 匡 坐标 


图 86 
0.0 )，Pl 0 - 交 二 mw，0 )， 下 底面 四 个 顶点 坐标 为 ， 


10， 
解 对 x=5, 当 xx=0 而 ?性 
三 取 恒 时 ， 形成 一 条 过 点 0 ， 0 ， 


5 ) 且 和 平行 于 0? 币 的 直线 ， 当 x 任 
意 取 值 时 ， 直 线 平行 移动 ， 从 而 构 
成 一 个 过 点 (8、，、0，5) 晶 秋 直 
于 Oz 轴 的 平面 图 7 了 ). 

11. 

艇 ”对 二 x=1, YY-2, 当 %=0 
了 果 ， 症 xy? 坐标 而 上 的 点 于 {1，3， 
0)， 当 z 和 任意 取信 时， 点 于 平行 于 
0z 思 移动 , 因而 形成 一 条 直线 。 此 
真 线 页 是 满足 题 设 茶 作 的 点 的 轨迹 
《度量 ) ， 
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12. 

解 ”因为 球面 与 三 个 党 标 面相 切 ， 所 以 球 心 到 三 个 坐标 面 
的 距离 都 等 于 半径 ， 即 

lx| = 中 = iwi =2 

所 以 ，( 1 当 球 心 在 第 五 卦 限时 , 球 心 华 标 为 (3， 
3， 一 3), 

(2 ) 当 球 心 在 第 二 卦 限时 ， 球 心 从 标 为 (一 3，3， 
3), 

(3 ) 当 球 心 在 第 七 卦 限时 ， 球 心 坐 标 为 (一 3， 一 3， 

— 3 ), 

1 

解 ” 以 极 成 口 鸭 中 心 作 半 
径 为 4 的 球面 ， 然 后 过 0z 射 


线 作 与 Ox 平面 构成 二 角 的 半 


平面 。 最 后 青 以 口 为 顶点 ， 以 
Ux 射线 为 轴 ， 作 天 顶 角 为 
的 锥 面 。 这 三 个 面 的 唯一 交 
成 就 是 点 于, 的 位 置 。 间 理 ， 点 
化 成 一 条 下 钱 ， 即 Ox 射线 的 反 向 延长 线 ， 这 时 方位 芝 在 作 图 
中 就 不 起 作用 了 (图 9). 

i14. 

解 将 点 弄 , 章 :的 极 党 标 代 入 讲义 红 公式 (1) 中， 得 


交 | 二 dcoOs 2 msin 
3 3 
2 ， 而 
= AsiN x SN. 
| 3 了 
多 | = 4c0S 本 | 
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Tx = 
Xa 二 1c0s sin 二 


呈 


下 
JJyz 三 44510 全 St 5 


3 | 


总 一 tcos | 


1 


由 以 上 各 式 求 得 点 Wi 的 直 前 坐标 分 别 为 Wi(C- 了， 
3， 21， M3, 号 二] 。 
15， 
解 由 讲义 8 公式 (2 ) 得 
p= BI 3) = G4 


» 一 二 
归 一 -= trod 
x | 6 
TT G6 
"| -og = 一 
6 到 月 ST 
但 因 点 亲 在 第 四 卦 限 
2- -Xn 
3 
机 COMWF = 六 二 一 = 2 


所 以 点 对 的 极 坐 标 为 (4 - 王 ， 互 )。 


16， 
解 ” 《1) 由 讲义 8 公式 (2 } 得 


和 十 全 十 和 = 天 


即 
”二 35 
"此 
但 因 ”270 
-3 
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即 方 各 (1) 的 极 堂 标 表 示 为 ”=5 
(C2) 
oe 0 
即 
bee 4 


-二 十 
2 


由 讲 交 人 $l 公式 {2 ) 知 
P= cos!— 2 COS-! (+2,2) (WTA) 


-一 人 m3 
“ ?= 了 或 re 


即 方程 《2 的 极 学 标 表 示 为 。， Y= 所 和 9= 字 7 


17. 
解 将 各 感 的 直角 坐标 分 别 代 入 讲义 33 公式 (2 ) 中 ， 得 


PA= B+ 3: = 18= 3 
_ ; 0 
= tg '{- )=3 一 一 并 了 艺 0 = 二 


pag=v2+f2v3)2=wI6=4 


8 全、 


但 因 4 点 在 第 四 卦 限 ， 所 以 04 = 二. B 点 在 第 一 卦 限 ， 


所 以 gs = 二. C 点 在 第 七 卦 限 ， 所 以 gc = 7, 从 而 点 44,B,C 
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的 柱 面 坐标 为 (wm 3)， (4, 所 ,1) (SV, Ln, 


-5). 


18. 
解 ” 由 讲义 $3 公式 (1) 得 


XD -~ 一 一 
- 
一 要 St 一 -一 -一 
% 二 9 


x = 2C08 = mA 3 


7=2sin Sn=1 
守 二 9 
| sp 3 — 
所 以 点 4，B 的 直角 沧 标 为 (了 VB 了，9 ) 和 (至 ,1， 
3). 


19. 
解 1) x 一 y=0 


= tg =tg*!1= 或 站 = 
人 


9 


于 是 ， 方 程 ( 1 ) 的 柱 面 坐标 表示 为 ， 9= 子 和 8= 工 r， 
(C2) YY tr r= .0) 


"2 


于 是 ,方程 (2) 的 往 面 坐标 才 示 为 + =2， 
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解 已 知 
让 / 
0= tg 
多 ， 
p=cos- 一- - 
NT 
和 p= XT 
B= tg 一 
8 | 
守 二 名 
出 pt 
即 六 二 AD + 


_ 六 _ 双 
YW 二 冰 避 5 ! - 二 [| | eT 
+ + 


日 9 = 
所 以 用 柱 面 坐标 表示 家 坐标 的 变换 式 为 ; 


另 一 方面 【图 10)》 ， 
”p= rcos( 二- ¢) = rsing 
包 = rsin( 5-~ 9 ) = rcose 


所 以 用 极 坐 标 表 天 柱 面 坐 标的 恋 换 式 为 ， 


p= rny 
d=# 
二 FOOSP) 图 19 
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ih _ Te 


二 章 ” 问 量 代数 习题 解答 


1 
答 根据 相等 向 量 的 定义 知 
04- EF, 0B= FA 


Lr 
+ > oY Cy 
一 -一 > 一 Fa 


一 -一 他 .了 
OE = CD, OF = DE. 


图 :1 
2. 
解 ”由 平行 四 边 形 的 性 质 及 相 
千 同 量 的 定义 ， 在 平行 四 边 形 的 边 ’ a 
上 了 呆 作 四 组 相等 向 景 (图 12) ′ / 
De CD 5 


BA:. CB, CB -DA. 鸭 12 
在 等 边 三 角形 中 ， 虽 然 它们 的 边 长 相等 ， 忆 任意 两 条 边 的 
方向 都 不 相同 ， 所 以 在 等 边 三 角形 中 没有 相等 向 量 ， 
J， 
解 ” 如 图 13 
AC- AB + BC CO AB + AD ! AE 
F447 


-> > yy -一 
Bli- BA AD-:+ DI EF 


一 -一 -了 一 一 > 
=— B+ AD .4 
— 一 > —} 

二 一 人 人才 站 十 
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一 -一 一 他 “一 一 到 一 一 一 和 
= — AAD- .AB A 
——y 一 一 一 一 
一 
一 “一 一 和 一 -一生 


- 一 -一 一 ?一 一 3? 一 一 一 
DF = Dd- :B+ BF= AB+ AE ~- AD 


-4are-b 
一 一 > -3 -) -> 一 -> -> 一 > 一 > 
Bp LT BH=- 4+b+e, 
一 一 ~ 
CE =—- 4 -+, PF=a—- +r., 
4. 
, , -> -py 一 > 加 
证 必要 性 ， 设 三 个 非 零 问 量 4，5，、r 构成 一 三 
A 
形 ， 其 顶点 鸭 ,B.C， 今 三 1， by = BC ， f =tA, 
出 回 量 的 加 法 定义 得 


> 一 一 3 

+g- BI. BC= AC=—- CA=-_:r 
-人 -3 3 -- 

d+-r= 0, 


-了 一 一 > 一 > 
郊 分 人 性， 大 了 Hpre = 站 
一 
Wh -=a+* 


由 向 量 的 三 角形 法 则 知 ， 以 向 量 #，，。 为 边 构 成 一 三 
角形 . 


3 
- 一 


| > -人 —> 一 人 -和 —> 
解 因为 4 上 5, 所 以 ja + 5 与 is 下 是 以 a、 为 
边 的 窍 形 的 琴 菜 对 角 线 长 ， 从 而 有 


一 > -> -- 一 
18 二 = 一 | 
一 3 一 分 1 > _ 
而 下 15|: = 5+ 12:=13 
站 
即 la :$= 2 一 =13， 


b ， 


解 ” 利 用 三 
角形 的 余 络 定理 
(图 14) ， 有 有 
— 一 他 
-一 .1 
J 
Le 


~ 225 121— 330cosp 
发 -~ 方面 ， 及 站 


_y 7 一 一 一 一 > 一 一 
| 号 | = [eics+1g 一 六 2 一 1311g 一 cose 
训 
23 = 11 + 30°— BO cosp 
出 紫 解 得 


1 ?~ 
pil .10 


解 以 ?，7 为 售 边 作 平 - 
行 四 边 形 OACB， 然 后 引 两 条 Sr 
对 角 线 4B ，DC ， 对 角 线 交 / / 
点 记 为 忆 ， 风 0OD，P4 ,0 


mw ee 
构成 一 个 二 角形 (图 15) . 1 - 


一 和 一 一 他 一 > 一 一 
#0 = 0D+ DA 图 15 
而 
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> 
0D = Lt ，D4 -25 一 
-> -> - -人 
二 
|， 也 ! ” ” 草 
0. 
YY 
答 ( 1) 向 量 和 上 与 问 量 2 乏 直 ， 


(2 ) 向 量 4 z 与 各 是 4 的 夹 角 古 锐 角 ， 
(3 ) 向 量 2 与 则 与 的 夹 角 是 印 角 ， 
人 4 与 向量 方向 相同 . 
5 ) 向 量 。 4 导向 量 6 方向 相反 。 
0) jl 之 |, 且 4 与 5 的 方向 相 反 . 


一 3 一 -一 > -一 > 一 
证 1) .4Br BC+ CD+ DA = 0 (图 16) 
-一 > -一 > -一 一- 
站 【了 了》 
- 全 一 全 1 一 一 一 一 > 
RPO= PB+ BO =m (AB+ BC) (2) 


一 当 一 -人 一 一 一 1 “一 一 > 一 > 一 一 
= 3D +DR- 二 (4D+DC) (3) 


Fl 《1 ) 式 得 
C3 
pO = $R {9 
同 理 可 证 得 
一 一 下 一 
ps = GR 
由 (4) ，(5) 式 敌 PQRS 为 平 
行 四 边 形 ， 
-一 -一 一 一 一 一 一 
《23 AC = AB+ BC 
由 (2) 式 得 
一 一 一 一 一 
AC =2PU 
同 理 可 待 
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BP -20R 
胖 以 工 二 式 取 模 后 相 加 ， 再 利用 (4) ，《5) 式 ， 则 得 
一 -- 一 > -一 -一 一 
[AC| + IBD|I =2IPOI+2IORI| 
-—~ 一 一 -一 一 
= [PO|I+I0R|I+IRSI+risel| 


即 PORS 的 周 长 等 于 ABCD 的 对 角 线 长 度 之 和 ， 
10. 


证 设 只 是 48 边 上 的 中 点 〈 图 17) ， 王 是 AC 边 上 的 中 
点 ， 则 


yy — — Ly 
AD .LAB, AE :LA | 
2 2 
人 DE _ AE AD ee, 局 
1 一 一 一 全 
一 一 一 AAC 一 过 下 了 
2 四 _- 
一 -全 一 一 症 -一 -3 — 
而 bt . AC - AB =? DE 【了 
由 相等 光量 的 定义 可 知 , 线段 BC 平行 于 DB HBC =2DE 


11,， 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 1 一 一 
证 法 一 OD = O04A + .AD =0A4 +43 (图 18) 
一 一 一 > 一 一 "学 
OE : OB + BE 
- 08B + BC 


一 一 闻 


一 > -一 > 
OF = OC + CE 


一 0C + CA 

将 以 上 三 等 式 两 端 分 别 相 加 ， 得 图 18 
yy -> ”> 
OP + OF + OF 


一 -一 他 一 | 一 一 > 一 一 一 一 
= Od OB+ OC +tAB+ BC + CA) 
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AB 1 BC + CA=0 
3 
, OP OE + OF = 04- OB + OC, 
证 法 二 ”因为 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ， 所 以 由 问 挤 
如 法 定义 得 


2 
一 一 一 > 1 一 一 一 和 -一生 
EF re B- OC) 
QF F(0C + OA) 


yy yy yy - 一 -> 一 一 > 
OD + OB + OF -本 (04 + 08 ) + 本 (0 + OC) 


1 -> 
+ 本 (CO + OA 
一 一 > -> > 
-OA+ OB Oc. 
12. 
证 《1) 设 衣 为 4C 的 中 点 (图 19)， 由 三 角形 的 恒心 性 
质 得 i 
-一 一 一 一 池 
MB = 3M 
一 -> 3 
这 “ Da 一 { 十 是 了 
3 一 他 
而 Df 一 人 站 本 上 本 机 
L Ca —3 
= 也 二 cc) 


”1 


3 和 
C =T MB -0B - OM) 
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1 
二 一 
3 

~ 一 一 一 一 一 一 一 一 一 了 | -一 字 一 位 一 和 
(2 Gd = 0 0 6 
一 -一 一 -部 -> 1 一 六 一 学 
CB= U0B- UG = -w(t y+ e) 
Gt = OC- OG-e -arb+te) 


将 以 上 三 个 等 式 两 端 相 加 ， 得 


一 > -一 一 一- -> 一 一 1 -> 一 一 ”> 
他 .+ GB + CC ~ ers+re -3 
3 SE 
= 已 
pp -> -一 > - 
即 C++CBT+TCGC = 0., 


13. 
分 析 ” 山 初 等 几何 知识 知道 ， 愉 有 北 形 的 角 平 分 线 与 对 角 


线 重合 ， 若 能 求 得 两 个 模 长 相等 且 分 别 与 向 最 #， 方 向 相同 


的 向 量 ， 则 可 用 向 其 的 加 法 运算 求 得 4 ， 少 夹 角 平分 线 上 的 向 
量 . 


解 ” 对 于 向 量 #4， ， 各 取 它 们 的 单位 向 量 


-~ 


> 5 # 
y+ bs i 地 
| 12| , “ 
一 > 一 > a > 
因为 ja" =| es 
— 一 一 一 i 3 a 
所 以 x"+&" 是 #， 上 8 的 角 平 
分 线 上 的 器 量 ， 因 而 网 20 
一 字 —> 
a 
> > -3 + 
ro 一 十 - 0 十 - Ea i 
[a + "| b 
一 六 > 
a el 
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-人 
lelat alt 
yy 

Mel a+ Fal 


— > 


即 <， 5 骨 平 分 线 上 存在 两 个 方向 相反 的 四 量 
—y 
ce 
IB| a+ |al | 
14. 
yy ~ 一 了 > -yy ~ 
证 困 汐 tn Ess | 不 共 固 ， 所 以 色 户 于 e 均 不 汶 零 占 
量 ， 而 且 它们 可 唯一 地 被 "， 书 ， 吕 表示 ， 
~ 


一 全 一 -> 全 
+= td6)}+ (e+ 6,) 


~ 


二 和 一 一 > 
可 避 和 人) 
] 一 
二 
2 
一 ”一 > 一 -> 
可 本 4 + 与 e 共 线 。 
15, 
解 
(1) 为 对 任意 非 堆 实 数 4 ， 均 有 
yy yy 一 >》 
AD + = 
所 以 线性 相关 ， 


— 


(2 ) 因为 向 量 了 ， 卫 共 线 的 必要 充分 条 件 是 它们 线性 相 
关 ， 而 现在 4， 上 不 平行 。 所 以 线性 无 关 ， 
> > 一 > 
(3 ) 由 讲义 54 的 结论 知 ，4，， 7 线性 相关 ， 
(4) 当 了 ， 玉 ，7 不 共 面 时 , 线性 无 关 , 次 则 线性 相关 . 
(5) 由 于 4#，6，。 两 两 平行 ， 因 而 任意 两 个 向 量 都 线 
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注 相交， 所 以 上， 三 ， 也 线性 相关 ， 
《6) 由 讨 闵 疆 的 结论 惹 ， 线 性 相关 ， 
(8) 因为 任意 四 个 癌 量 都 线性 相关 ， 则 对 向 量 4，58， 
了 ， 卫 ， 存 在 不 全 为 零 的 实数 w。PB，7r，5， 使 得 
十 BE + Ye sd = 时 
从 而 碳 
二 -3 -全 -> 一 > 一 > 
a tH tre +8d +0e =0 


一 一 


由 定义 知 ，< ， 上 5，c ，4 ，* 线性 相关 ， 


16. 
人 Fr 玉 Ay 
证 BD: BOC+ CD 、 A. 
“i — 瑟 ~“ 
~ {2a +86)+3(a— 5) 册 
—> > 
~ #+5e 图 21 
一 -> 一 -他 
AB :- BD 


但 因 向 量 4B 和 BD 均 含 点 B， 所 以 点 4，B，D 在 一 条 直线 
上 【图 21) 。 
17 。 


-- 了 一 3 
证 国 为 4 与 疙 不 起 允 9 所 以 点 性 ， B,， 人 ， DD 不 在 一 条 
直线 上 . 


yy 一 一 一 了 -一 
了 AD =- AB+ BC + CD 
一 一 学 一 3 一 多 一 一 
-=-《 了 二 Ed I- (ba+3s) 


-> 一 > 
= — (da + by 


郑 四 边 形 48CD 中 的 两 全 对 边 AD 与 BC 平行 ， 所 以 是 梯形 . 
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18. 
分 析 车 证 一 组 向 其 是 寄 线 性 相关 ， 关 键 荐 能 五 找到 不 全 
为 零 的 一 组 煌 。 而 要 找 出 这 组 实数 ， 可 先 设 向 量 线 性 煌 关 ， 然 
后 利用 已 知 条 忻 来 求 ， 苦 能 求 出 不 全 为 去 的 实数 ， 巾 这 组 摧 基 
就 线性 相关 ， 否 亚 就 线性 无 关 ， 
解 设 4+ 0 (C1) 
风 
Re -=- 924 4 45 
po :4a -tb 
将 上 式 飓 遍 相 加 ， 并 利用 (1 试 及 4 ，# 不 基线 的 和 条件， 得 


24+ dP -0 (2) 
2— A=0f 
一 > > 
因为 《2 ) 式 只 和 零 解 , 即 1= 下 =0， 所 以 向 量 * 与 4 线性 无 关 ， 
19. 
> -> y 
证 pa =pme— pat, 
Ea > 
A = Fr A 的 
-了 .2 > 
We MMe — Mp ei 
将 上 式 两 端 分 别 相 加 ， 则 得 
-ry 
pa FAP 二 中 
一 > ~ 一 > -了 一 > 一 》 
即 向 量 “ ， 4 ，“* 线性 相关 ， 由 吧 4 绪论 知 ， 向 量 ， 了 ，“ 共 
面 ， 
2 。 
一 rr -> -> -> ->  --> 一 > 
解 ip = b+ -ar 5} 
> 一 了 
+ 《1) 
一 > 
一 和 一 FF 上 一 和 一 后 3 人 
9 {2) 


~ 一生 


-i -3 -> —- 
8 1 9 26 


由 (2)、( 3 式 得 


— 一 人 一 
人 x rg) 
整理 后 得 
一 -> -> -> 
3 区 Fa -3p+148= 0. 
21. 


3) 


证 ”必要 性 ， 设 向 量 4，5， 的 终点 在 一 条 直线 上 (图 


22) ， 则 


六 门人 = 一 
-> -> 一 
AAB-:- pp- uu 
一 站 一 条 一 外 一 
一 -ap 一 
一 一 他 
或 eetab 


一 ”二 一 一 和 


一 一 入 
cc 一 二 
根据 分 解 系数 的 唯 - -性 得 
A=1—& 
A=& 
消去 & 得 
A: HH- 1, 
充分 性 ， 丰 +-1 
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下 
[a 


- -一 

网 = (iu 十 下 地 
一 > -3 一 池 天 

或 六 一 站 二 并 由 一 了 
一 一 ,和 一 了 

BB AC =FAB 


—% 


yy -> .入 
又 因为 向 量 AC 与 4B 有 共同 始 点 4， 所 以 向 量 2， 了 ， < 的 


22. 
-> 一 字 一 > -一 
解 市 =Aim+HA+rp C1) 
一 一 子 一 学 一 > — -+ —Y —» 
由 $ =ACF+ 8 — De) +H(e ~) Trt tt) 
—p 一 子 一 上 
一 (人 
男 一 方面 ， 由 题 设 
yy cy ~ 一 


4 = 和 | 十 Es 十 P3 


根据 分 解 系 数 的 唯一 性 得 


At+ri=1 
1 一 天 十 ou=1 
一 24+37= | 
由 此 解 得 
1 = 3 f= 2 -二 
代入 《1)》 式 中 ， 得 
一 > 9 -3 4 


了 二 和 wy + 


Bp Ts”+sF: 
23 ， 
证 “必要 性 ， 没 向 量 ， 线 性 相关 ， 则 存在 不 全 为 零 的 
数 1 与 上 ,使 得 


-> > 
iast+rise=0 
一 > 一 ~ yy -> 
由 A Ee To Ee) tHOPBE TP) =0 
> 一 一 多 
或 CA tT PE) et {CAG tH) te= 站 


因为 向 量 4。 忆 线性 无 关 ， 所 以 
at HB =0 
ic- 73 -0 
由 于 与 上 不 全 为 零 ， 不 妨 设 1 羡 0， 则 从 以 上 二 等 式 中 消 
去 ,得 
ACA ,~ Gy -0 
即 QP ~ st = 0. 
充分 性 若 ai 及 -as =0 


册 i 
从 而 有 
ge 
i 0 
—-¥y 一 六 3 一 一 > 一 > 
战 应 eet ob ee = ap + He) = 0 2 
一 > -> -一 > 
基 pb: 一 位 ， = 人 0 
> -人 
由 于 上 成 ,0; 全 不 为 零 ， 于 是 问 量 a ， 5 线性 相关 ， 
4, 
解 ” 广 各 这 上 的 点 所 截 成 的 线段 《图 23) 之 比 为 
AN BL CM 
二 一 -一 一 一 Ho HH 二 一 一 一 一 一 
AB BC 本 
一 yy -一 》 -> 一 一 一 3 
则 AN=*:* AB, BL =RBC CM =vCAA 


一 一 一 一 > 一 一 一 > -- 一 一 一 一 > 
因而 AL-=- AB+ BL= AB+A#ABbC 
一 -一 > 一 一 > 一 -一 > 一 -一 > -一 > 
Bif :. BO rt CM = BC +rvCA 
+ 一 一 
CNMN =CA+AN=- CA+AiAAB 
将 世上 三 个 等 式 两 端 分 别 相 加 ， 得 
yy 3 一 一 
AL ;1 BM+-CN 
一 一 > -一 -一 -> 一 一 一 一 > -一 一 > 
=AB+ BC +rCOA +iAB+HBC +DYC 
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-一 > 一 -> 一 一 > -> 
CC 1) 
一 一 一 了 一 -一 一 ¥ -一 学 一 
~ AL + BM+CN -=1d4B+HRBC +YL (2 ) 


-一 -一 -一 > 
若 以 阿 量 4 ， BM 和 CN 为 
边 构成 一 三 角形 ， 则 
——¥ 一 -了 
AL + BMdM+CN = 0 
一 一 > 一 yy -> 
+ ruCd -0 


利用 (1) 式 ， 得 
一 一 -> ~- -> -一 > 
AAB+-HBC +v(— .A4B— BC = 


—— 一 一 一 
或 Ar) AB : (yp) BC 
一 一 -一 , 
但 A448 与 BC 不 共 线 ， 所 以 
A—y:0, vy—H=0 
即 A= f= 
= 下 一 一 一 一半 一 一 一 -一 池 
共 而 得 出 结论 ， 韦 向量 4 工 ， BM 半 ， CN 构成 三 角形 ， 则 
在 各 边 上 取 的 分 点 工 ， 间 ， 六 所 鹤 成 的 线段 与 边 成 定 比 ， 即 
AN _ BL CM 
AB BC CA 
反之 ， 若 此 结论 成 立 ， 则 由 (2 ) 式 得 
AL CN BC 4 OCA, 
利用 条 件 〈1 ) 所 ， 
一 -一 闻 一 一 一 -> 一 
AL +BM+ CN-0 
邮 点 工 ， 术 ，N 的 取 法 若 满 足 (*) 式 ， 则 以 向 量 及 了 ， 了 了 加 和 
一 一 一 也 
CN 海边 可 构成 一 三 角形 ， 
25. 
证 ”延长 线段 4P 交 BC 于 D (图 24) ， 设 4P =mwAD， 
因为 点 了 在 六 BC 上， 所 以 0< 志 之 1， 同 理 ， 设 
BD -wy Be Onel 


《二 


二- 一 
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ma 


OP OA+AP2a+mdD 


- 池 


-- -- -他 - 
AD = AB -+ Bh 


—k 一 六， 一 一 — 
-4+a(e— 4) 


~* 
= 一 


-了 


一 —y 一 > 
OP= a mil- ni 4+ 尖 24 


一 一 宛 
1- ma + ml ny) +mae 


~ 了 -¥ — 
于 


由 分 解 系数 的 嘲 :性 ， 得 


一 和 


4 二] -上 

二 |- 

4 一 璇 六 
出 

A v=] -mtnm(tl—n)+mn=1 
即 A H+ruy=1. 


26. 
解 ” 由 射 影 的 定 疼 即 


-地 —* 
时 jz = | a| cosm 


27 ， 


一 一 
解 由 -wr?b+3 


下 一 人 一 企 一 他 

得 时 = rE +3e) 
-i 一 闻 一 > 

= 期 ie + 身 2 二 3 射 ic 


了 2 


一 多 - 一 - 
Ba - |al Cosy = CoS = ~ 


Fi 2 1 
册 :# = | #8 | cos2g = COSE = 可 


一 一 一 3 
ee = I | Cos 人 = Cos 二 = 省 


和 ~ 1 Pry 
则 对 id = 2x 了 +T3x0=1+ 7 
“各 A 
即 时 ,d = 1+ 一 二 . 
28. 
解 虽然 


时 1 寺庙 一 射 ,+ 出 :4 = 5-3-816= 人 0 
但 是 由 此 不 能 断定 向 量 了 ， 卫 ，*， 了 构成 封闭 折线 ， 因 为 藻 
3 -> -3 -9 -~ 
站 二 
一 
9 上 是 # 垂 两 于 轴 +， 出 | 


-一 一 > 一 rm 
射 :(a ++ ct)= 射 :# = |#!lcoss =0 


— 一 一 
而 关于 站 


由 此 可 詹 ， 当 向 量 2 了 r+ 和 0 即 z， 了， 
— 
:不 构成 封闭 折线 时 ， 其 射影 之 和 也 可 能 为 堆 ， 
9 ， 
解 设 4 =Xa +A +ye 为 垂直 于 两 个 轴 的 向 量 ， 则 
射 = 射 md =0 
| 射 ,Ce + HE Ve) 
- 4 莫 ;5 上 1P 遇 二 午 
= A Ht By 
一 必 1) 
利 和 了 十 1 了 二 ve) 
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一 了 一 字 一 也 
-A ++ 
-3A+ 9H dy 
-有 (2) 
联 计 (1) ，(2) 式 
24-P+5=01 
31+9rn+ du=0 | 


解 得 
A4= ~ 14v, HH= 一 239 


所 以 ， 同 时 垂直 于 两 加 !、 姑 的 问 量 为 


-ur -235+ cy， 其 中 v 为 任意 非 零 实数 ， 


3 
证 设 
-yy yy yy —y 
让 zz 十 下 下 =0 ff》 
则 有 
-~ _- 一 多 -- 字 
射 iaiz + 瑚 如 +)= 射 站 = 
NU 
34+2£+2uv= 人 0 Ce) 
3 yy -> 下 
壬 ， (ia +TRPE+pr)e 币 0 =0 
Ga dH-+ 8 (3) 
yy oy 一 一 > 
射 (2 44+ve)= 射 0 =0 
日 4 一 5 总 十 了 下 (4) 
由 方程 组 (2) 、 (3)》，、 了 4) 式 解 得 
A= — di, b= 5 
代入 (1》 式 中 并 消去 卢 得 
-yw yy -> - - 
一 d+ + 二 = 【5 ) 


直 此 可 知 ， 铅 量 x，2 力 ， 2 线性 相关 ， 其 线性 关系 式 为 


了 2 


{5 ) 式 ， 
31. 
和 解 (1) 由 两 点 间 了 距离 公式 得 


IABI = (64+ (2 -7 + (zs—-1)° =11 


印 
{名 一 1)*= 36 
于 应 求 得 和 = 士 6+ 1， 
(C2) ABI SRO EI: (dd: 6 
各 
3) = 了 
于 是 求 得 x= 2， 
(3) [AB) = /OTH 0 -DT 1 =3 


(一 


Hl 
y= -16 
由 上 式 可 知 ， 此 题 无 实数 解 。 


2 。 
解 ” 设 向 量 < 的 起 点 坐标 为 (*，)，、2%)， 因 为 向 量 的 坐标 
是 其 终点 坐标 与 起 点 坐标 之 益 ， 所 专 有 


2—x=d 
-1—-7=—4 
一 站 二 
由 此 解 得 
一 一 2 YY=3，Z= 
而 


一 一 OO 2 
[a| 2-4) +7 = B81=9 
—p 一 Yr 
所 以 向 量 4 的 起 点 举 标 为 (-2，3.0), |a! = 0, 
33. 
— Cy -一 六 
解 AB = 0B -0 =15+1,—7- 5,8+10} 
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-= {6, -1°, 18} 

-一 一 > 一- 一 

CPP OP- OC : {58-2,—4-2,2t+7} 
. 43, — 6.9} 


AB =2{3, _ 8,9}=2 CD 
-—> y 一 > 
-BaCDp -0 (* ) 
一 一 一 -一 Yk _ 
即 疝 量 才 8 与 LD 共 线 ， 其 关系 式 为 (* ) 陈 。 


4 
34. A 
解 a+ = (31 +(-8+1) + (+) 
= (Rg) + 0 
一 一 一 一 人 OO 
la il = (3thD + 5-1) t+(8—») 
rrr 
— 一 — 
e+ l= | 
Ya0 = (Be) .52 
由 此 人 解 得 


—> > Cp 一 -一 > 一 一 

解 (1) ODP= OB+ BD = DB+2Cd 
-一 一 一 一 — 
= OB 904 -2 CC 


有 
一 一 学 
OD = 1 一 2 一 3 十 24 1,3)— 212, — 1, — 2} 
= {2,1,7+ 
点 了 的 从 标 为 (2，1，7 了 7)， 
一 3 GC- 
(29° AF = OF -0 = {x,3,%}— {4, ~— 1,3} 
= 《2 一 4 区 一 号 
一 -3 一 全 一 > 
BC -= OC - OB = 地 ~-1， -2}—-{—-2,1,—3)} 
= {414, — 2,1)} 
而 好 知 
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AF =» BC 
{x dd 3}= yi4, — 2,1} 
由 辐 量 坐标 的 瞧 一 性 ， 得 
XxX—4=4dy | 
4= 2) 
名 一 马帮 | 
由 上 述 方 程 组 解 得 
%X= 一 4，Y 二 一 2， 包 二 1， 
36. 
解 ” 由 13 题 结果 知 


一 一 一 一 
|#| (ltt = 9 =3 
一 > 一 
唱 |5i a = 3{9, — 3,6} = {6, — 9, 18} 
Tal B=7{— 1,2, -2)={-7,14,—14) 
yy -了 一 
[如 | 本 十 | 有 | p = {6,. — 9, 18} +{—7,14,— 14} 
= 4— 1,5+:4r 
= wi ++rA: = vd2 
-一 1 
二 十 2——1 — 1, 90,4 
| * 3 4 at 6, 4} 
= {于 3, 二 15, tl]2" 
一 > .> - 信 
即 4 ， 上 5 内 钙 平分 线 上 的 向 量 为 = 4 于 3, 圭 15, 十 13) 
B72, 
解 {1》 设 重心 坐标 为 P(x，y，%) 


一 一 人 一 -他 
OA = 人 -2 一 1 08B = {1,1,2) 
一 ”了 一 一 一 
OC = 41， — 3,6}, OP = {X,Y,%} 
由 12 萎 {1} 的 结论 得 
-~ 1 > 一 > 一 一 > 
OP 本 (94 + OB + OC 
即 
1 
{x 2} = {4 —2, — 1}+{1,1,2} + {1, -3,8}) 


1 
一 本 《6， 一 4， 7} 


4 了 
-人 -| 


” 次 二 47 
“。 重心 坐标 为 P(2 -~ 3, 二 让。 
《2 ) 由 定 比 分 点 公式 得 


十 了 过 
y= +3x1 1 

1 十 党 生 
训 二 i+3x 2 _ 9 

1 十 得 


5 
即 内 分 点 了 的 坐标 为 (于 ， 二 ， 卫 ). 


38, 

解 设 点 人 4， 了 的 坐标 分 别 为 (zi， 力 和)。 (xs， 思 ，sa)， 
因为 点 C，D 分 AB 为 三 等 份 ， 所 以 点 C 是 线段 疙 万 的 中 点 ， 
点 卫 是 线段 C8 的 中 点 ， 则 由 中 点 坐标 公式 得 


空 | 十 内 


» 


半 0 一 2 
2 = 一 一， 0 = 一 于 = 2 = 


及 


一 mL 
ea 


路 十 名。 
-一 - “一 


+ mw 
办 时 9 和 


5 = 
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解 得 
一 1 二 了 守 | 二 站 
An 二 一 上。 守 , 一 一 2 


即 问 点 如， 了 的 党 标 分 别 为 (一 1 2 4 和 (8， 一 4 一 2)。 


39., 
解 (1) 因为 
癌 口 心 1 1 一 
50S 55 + CO860 + CoS 120 tt 上 
所 以 不 能 必 为 回 量 的 方 语 角 ， 
(2) 因为 
让 站 S 和 + COSISB" 二 CD 人 BC” = 1 - 1 十 | 
2 2 4 
所 以 不 能 作为 回 量 的 上 方 器 第 ， 
(3 ) 因为 
CO 90° + cos150° + cos dd" = 人 0 + 于 + = = 1 
所 以 可 作为 器 量 的 夫 同 骨 . 
40, 
解 ” 依 题 章 知 
一 J 一 一 ce < 
ar B=-0, r=-0 (0 一 9 一 王 ) 
"COST 一 站 + cost+rcostd=1 
Lh 3COS -1 
中 ee 
“COSA = 本 
3 v3 V3 
”COSA a cosp = a COsT 了 
41,， 
一 -一 一 一 
解 和 AB- 0B-O0A4 ={68-2, 1—5, li+i} 
= (3, 一 4，12} 


一 一 一 一 ~  _. --  - 
"|AB| = 和 + = 1069 =13 


下 让 


CI -= 总 ， COSH- 二 生 ， Cos 二 -一 ， 
13 13 


42 
解 ” 设 向 量 2 与 0z 辖 的 夹 角 为 7， 则 


on ， 开 TY J 
CO 工 十 Cos’ 可 + Cos 


‘Aeonr, CosPB, cosr} 


一 汶 — 一 
而 #=|ai a 
一 7 ] 1 1 
， of = 21: 2 一 士 -一 
2 2 J 
= {1 3 1. 土 1}， 
43 


> 
解 设 d — 时 其 中 a 为 正 实 数 , 
-yy yy ~ 
nl d =ia rp 
= A{3. 2, d}+ HA{-1,， 1， 2} 


= {34— 1 2ATrH, 41+ 27} 


而 zr = a{l, 4, 8}= {a, 4a, 8a} 
由 向 量 坐 标的 唯一 性 ， 得 

34 一 天 = 

中 =4a 

at 2 = 8a 
由 以 上 三 个 等 式 解 得 
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PH=2 (A :0) 


一 * ”一 了 
妈 当 产 = 240020) 时 ， 同 量 4# 与 < 同 回 ， 
44. 
证 (1) 由 向 量 的 数量 积 定义 得 
-一作 一 > 一 
ab= al |8|cosd 
以 -1<gcD5sP | 
一 一 一 十 一 一 ?一 和 
~ |al lil<a slal 1281, 
一 和 一 3 一 -3 -了 宁 -3 - 一 他 
(2) 由 ee=frsrgir-(aze ) 得 
I 一 > 一 于 一 六 
ad = afta tyr YE 
Es 一 3 一 他 


I 
(a tar—(ac)a 


3 3 “一 3》- 了 
= {ab (a cy— (a ptar) 


= 
即 
一 和 -一生 
到 J 三 由 
一 人 一 和 
而 向 量 > ， 4 为 非 零 癌 量 
— 
“. 4 4. 


并. 
证 “以 菱形 的 相 部 两 边 作 二 向 量 a ， 5 ， 则 萎 形 的 二 对 前 


-一 
线 问 量 为 a+ 5 与 4 一 5， 是 


一 他 一 衬 
[sl =| | 
而 
> 
{a+ ea =- doa dd 
一 -人 
= je 
= 少 
一 一 和 一 -让 一 入 
By (a 4 gta— b=0 


所 以 ， 萎 形 的 二 对 角 线 互相 尼 直 ， 
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4 

解 ” 由己 并 
- 3- yy 3 
加 站 二 


-0 
因而 


一 了 


一 入 
ld = 
A 
= a Bi c+otaj+eri+ra) 
1 
= alr = |ef 


+ 


= 14 
到 1 
—y _ 
Id| = 1d 
, 一 ， 一 全 一 一 
设 向 量 4 与 三 局 量 4， 二 ， 站 的 夹攻 分 别 为 多 ， fas 3 出 
有 
一 3 一 -> -> 一 一 > 
da {a+ +)a 
OS = 到 一 -一 ._ 
ld; lal v14 
v1l4 v1 
-一 > -> 一 > -人 
四 dd (a+b+r), 
FOS = 一 一 一 一 
la| 12 vw 1418| 
一 和 
vw 1d vw 14 
一 一 -和 3 -> 
。 2 {+ 上 + cy)re 
OS = 一 人 = 一 一 一 一 
1 了 1 ie w14 |z| 


二 37 


闻 


解 (1) 由 看 直 条 件 得 
一 一 一 天 —¥ — 
[如 十 SI7E 一 5 下 
一 全 一 一 入 一 和 
Ca ~ 417a — 2024). 
将 成 土生 式 展开 后 整理 知 
7 104 5b- 15 有 下 


~ 到 


一 一 入 
7 307 Pigb-0 
由 (1) 、 (2 ) 式 消去 a1 项， 得 


4b 吕 Bos bs:0 
或 


一 他 
再 由 (1) 、 (2) 忒 消去 大 项 ， 得 


> ~ 
161" A 和 i » -= 站 
—y hy 
或 la|: =24 8 
由 (3) 、(4) 妈 ， 往 
al = EE 
因而 
.一 
了 7 aie 
COSt = 一 一 二 - 一 一 全 
14 | 15 | 1al- 
所 以 日 cos-i -二 


《3S 1 


(#4) 


而 ~ - 字 -人 一 ; py 一 3 
一 
— —y 一 ?> -3 
| 
= d+ 2°— 28 
=—8 
即 
一 > 一 > 
a p-.—d 


为 一 万 面 ， 由 定义 得 


-> > 一 > 
ag= al CS 


即 
一 =4x2xcosd 
: 
* 上 - _, 
COS 5 
， fy 
。 上 -ES 3) = 
28, 
-3 
一 > yy a 
和 解 CI)” 冉 7r4 46 = 一 3 
[| 
而 
一 rr 
| | = 名 二 【一 人 
— 
a 8x2+4x*(—-20)}+1xl1=9 
-3 
. 射 >a = 之 =3. 
-和 一 到 
(2) 因 向 量 a 与 #8 牌 育 ， 岂 生 家 条 性 
一 上 一 -入 
站 上 二 【一 2 一 二 站 
1 


2 3%—0 
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由 于 7 为 印 角 ， 于 是 cos7 = 一 和 2 


囊 轴 ， 的 单位 问 景 为 
1 1 ww 
全 = 语 ，- 去 | 


一 一 -了 -一 一 一 > 
AB = 0B ~ OA ={2-3,5+4, 一 2+2) 
={—1,9,0} 


"， 里 :AB 1 AB —1x l +9x [一 也) 
必 时 -一 mr 人 


一 一 ? 
妈 向 量 AB 在 轴 上 的 射影 为 一 5. 


49., 
~ yy 末了  - 滞 
解 | 中 十 下 汪 一 站 
-> -了 -> 
，。 YezL 上 上 二 ri 下 
— 一 多 > 一 
Ep a ero p+ se +a)=0 
3 _] 一 > -3 一 > 
0 tOetea = s(t 7) 


-人 
由 于 aa，2”， 区 为 单位 癌 量 

py 3 

4 bt+hetrids- 


5 . 


一 一 一 
证 (1) 在 入 OAB 中 (图 25) , 设 0A = 
‘下 > 


AB - 。， 向 量 04 与 0B 的 夹 角 为 9。 则 有 


co =p a 
> -> -> -> 
[2 = c= a) = 18|:+ la|:-2a¢ 
一 3 3 一 和 -多 
而 好 由 Iga| | 下 | cost 
一 -> -3 一 > 一 > 
os6 
潜心 
1 ese 


带 有 ear hoabcost. 


[23 图 26 


(2 ) 设 向 量 4 与 Ox 轴 的 夹 角 为 4a， 向量 5 与 0x 轴 的 夹 
角 为 B, 且 5 取 在 Ox 辆 的 下 方 (图 26) ，4 到 在 Ox 轴 的 上 方 ， 
则 有 


> .~ 
| cosmr 7 + |a| sinc 7 


-> -> 
= a 
yy 
$s = PcosBF [8| singy 


3 一 交 -> - 一 > 
和 上 = (cos 二 qlsing 7 (|é| cospri 


“3 -~ 
— jslsings ) 


341] 


一 一 他 . _ 
pb! (cosd cosp 一 SIC sinp) (C1) 


= 1a| | 
男 -- 广 面 ， 由 定义 得 
sy 一 一 
ab= ia|l Islcostata) C2) 


由 (1) 、 (2 ) 两 式 得 


cos{a+ BB) = cosa cosp— sine sin, 


51. 
， 一 一 
证 ”上 先 求 阿 量 “ 
:pC —y 
“v=, 
坚 一 3 
| 
一 > 一 字 一 他 一 一 
二 12 
一 二 ， ， ， 
而 [al*=1f- (-1:-1=3 
一 
iB|*:=3- -4)+5=80 
-7 
sp -lx3—1x(—-4)+1x5=12 
+04 244 
经 配方 得 


自 季 证 知 ， 妆 4= 一 包 时 ， 烧 [| 为 最 小 ， 


{7 -1 5 
23” 25” 25), 
> ff?7 1 _1i 

WE 5 中， 


将 向 量 x 与 向 量 尹 作 数 量 积 


一 子 一 
> xx3-Lx(-4~ 荆 x5.-0 
er -9 9 
| 
py 
pp.0 
— or 6 _ 一 他 
所 以 使 模 最 小 的 向 量 x “一 中 2 重 开 了 加 量 /， 
2 
解 ” 依 题 意 项， 力 
7 - “1 1 1 Fn rn/ 
”100 ,= 本 一 全 0,50， HO, 2} 
而 傍 移 
-一 > 
PO 00. OP 2{0-1,5-2113 7 -1) 
= 41,3,3 2} 
因此 苇 


W= 7 .pO 50x1 50x3+50 3 x3,. 2 = 500 
即 力 所 大 的 功 为 东 = 500 (和 尔格) 。 
53 . 
解 ” 由 向 量 积 的 定 闵 知 
(1)、(4) 组 问 量 符合 石 手 系 ， 
(2)、(3)、(6) 组 回 量 符合 诺 手 系 ， 
(5 ) 组 的 三 个 向 量 共 面 ， 从 而 不 能 确定 左右 于 系 。 
54 
一 3? 一 一 > 一 > -一 
解 (1) (ax 8) = |]ax I= (tal 18|sine)’ 


= (1x2x 3 3) 一 * 


943 


—— 
dra dxatoaxn Prdxap 


— -~ 一 一 
-1 
一 一 他 
=32 Xp 


利用 (1 题 结果 ， 得 
一 入 一 站 —Y 一 下 
二 
一 一 > 
一 《号外 
-一 > 
= O(a x by): 
= 27, 
~ -> > 
(37 (a+3t yx ta 4») 


3 -yp rr 一 ~ 一 上 i 
-了 


-了 一 
= — 0ax#» 
—- 一 -他 十 —¥ | yy 
+ ar Boe) x a- = -10a x 5| 
yy 
=10la x 8B| =10w 3。 
-AF 
一 3 一 
解法 一 COSP 一 2 一 一 2 
如 | 15 
得 _ 3 4 
同 而 
-> 一 > 一 闻 4 
1a xzl= Ia [bisinm= 1x5x— = 4 
这 


一 站 一季 > 一 > 
解法 二 入 [axa2=( al [6 sing): 


~ 
[al 186811 — Cosy) 

一 —» 一 天 
= 0) 1b (a6) 
= 1b 


ba 


3 3 
[axb|=v 16- 4. 

56 

证 《1) 出 定 兴 得 
一 一 一 + Ee 一 -入 _ 。 
Cax b= |ax 6| = |e 上 162sin3ep 
yy _ _, 
Cad) = |a:? |b| :cos 

由 此 二 等 式 得 

一 全 一 一 了 

(zx ZE 


-地 


和 —3 一 > 
[tn os2p 


1! 


上 


-2 
| 他 | pl 二 a 


BH 

— 一作 a -3— yy 

(axp tiaby =- ah 

一 > —y ¥ -站 
(2) 3， 4 由 全 汪 有 一个 是 堆 辣 时 时 ， 年 怀 

— yy -> | 一 > -> 一 > 
为 ， 了 ， 户 亚 然 共 面 ， 若 设 <“ 。 4 .“， 了 均 不 是 夫 向 是 ， 则 
由 回 量 积 的 定义 知 


一 = 一 一 入 


mL 
即 向 量 w，#，p 回 时 平行 于 与 向 量 之 牌 直 的 平面 ， 所 以 


MW, 站 站 共 硬 ， 
57 . 
PL-21 12 |2 -2 
1)° 久光 站 一 ,» n | 
解 (1) 0 986, 862, 2 gi 


= 4 一 15， — 10, 10, 
.~ a xb = CE 135) :+ (107 710: = un 


一 一 _ _ 

[a| = 二 
一 字 _.___, ____.. 

[| = 2 3 0:-7 
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则 


exb| va vv 

| i 42 

SiN = 一 二 一 -= -一 一 
四 时 3x7 +1 


nD —. 
所 以 sing= 4 ， 回 积 汶 3 了 = 425 。 


2 

2 
一 -> 一 > -一 一 > 

2)” AB= 0B - 0A={3-1,0-2,-3— 人 0 


= (2, —2, — 3} 


一 一 一 下 


一 一 一 一 
AC = OC - 0A=15-1,2-2,6-0) 


= {4,，0,， 6} 
a > Lo a Lad 9 Loy 
1.4AB x AC | = 一 3 -327 12 2 | 
| 0 6 64| J4 0| 
= 28 
而 面积 
3 = 1AB x AC | = 全 一 14 


所 以 入 ABt 的 面积 为 $5 = 14. 
-> -> 
C34a+ ={2,1,—1}+{1,—2,1}= {3,—1,0} 


3 一 


4 — $={2,1, -1}- {1i,—2,1})= {1,3,— 2Y 
由 于 

一 > 3 一 > 3 

Cat ota 8)=3x1-1ix3+0x{(—-??)=0 
而 元 定 区 

一 ?# 一 33 一 ?一 
(Cato ta -7 [2 Bl cosyp 
则 有 cosw=0 
六 SI 人 = 1, 


设 x = {x，y，%}; 则 依 题 意 得 


34b 


2 3 % 二 人 0 


X27+ 3%= 侨 
xX+t 2y— 7%= 10 
由 上 述 方 程 组 解 得 
X= =H se=1 
—¥ 
相 量 {7 5 1} 
59. 
让 必要 性 : 已 其 
一 pp 3 
FX FF 人 
出 
Pp 3 一 站 一 - - 字 一 > 人 
FaoX Fo FX Fa 
即 
一 > 一 -全 一 一 池 
© fF, 一 Fr 和 
， -和 一 六 — -一 
由 此 可 知 ， 器 志 +, 一 与 7 7 一 + 站 线 ， 但 因 二 问 量 +, 一 f 


-人 字 一 


与 玉 - 7 有 共同 始点 ， 所 以 元- 六 与 为 - 了 在 一 条 责 线 上 ， 因 
而 三 个 向 量 ，7， 了 的 终点 在 同一 条 直 缓 上 〈 图 27)， 

计 分 性 ， 基 向量 记 的 终点 在 同一 条 直线 上 ， 则 有 
妈 


-3 3 + 3 > YY > 
FP fF 一 并 | 必 六 一 ,XK 多 | 十 ri Fr, 三 从 


由 向 最 积 的 性 质 ， 上 上 式 变 为 


和 > -将 3 -条 -六 
FT» rr} + rx rrr x r=0., 
60, 
解 (1) 
2 1 5 
-3 
aé c=| -1 3 01= -12-5—-45+2= -80 
3 1 -2| 


347 


即 abe C0. 
— - -一 鹿 
coy 4 DB OA={3. 6, 3} 
3 -CY¥ 一 一 学 
lt, = D(C. 一 D/A- 411， 3 — 2} 


- 字 一 一 一 生 
AD -= O07- O04A4=1{2, 2, 2! 


于 


| 
AB AC | 


| 


I ee 只 
| 
k 


| 
|- 18 
2 | 
而 四 面体 体积 亚 足 平行 六 面体 体积 的 六 分 之 一 ， 则 
| 18 
I AB AC PP = 二 = 
0 地 
于 3, 
i Fr- 一 也 — FF 一 - 
(3 De | 
-3 一 > 字 
而 由 已 知 ， 向 量 * 同时 阜 直 寺 4 与 5 ， 则 91= 0， 或 P=#， 罗 
COsei- 土 ] 
史 一 方 型 


-3 -3 -> 1 
[| 二 | 8|sinp =6xX3x 9 


-和 -一 
0x3x(+1)= +27 
3» - bp- } 
有 abr = +27, 
1 . 


- 3 -+ 一 人 
解 AM4B=0OB8-04={(2， -2. -3} 
ce 


-一 -一 一 
1 = OC -O04 = 人 4 0, 86} 


四 


一 .> > -> 
AD- 0pP -04 ={-7, -7, 7} 


' 2 -2 —3| 
-一 > -一 一 
AB AC AP- | 1 0 6|=308 
-7 -7 7; 


318 


AB 7 fi-2-3||- 
A 人 0 3 


: 2 — 人 24， S$} 


-3 
AB -AC| :ww (— 12): + 24):+8: =28 


而 
pp AB AC AD 308 .11 
[4B x AC | 
Bp = 11, 
62 
一 一 他 一 他 、 
证 {1} 其 贷 证 得 三 向 量 a， 上 zz，5: 的 混合 积 为 零 即 可 ， 
3 1 si 
一 一 一 > 
” dr=|1 2 2|=96+72+70 一 9090 一 84 一 64= 0 
9 14 16 
-2 > 
。 问 量 4， 上 #5， 共 面 . 
(C2) AB -= 0B-04 {3, 4, 5) 
一 - 一 一 入 一 
AC = OC _DA = {1,， 2, 2} 
一 了 3 3 
AP = OD -904 = (9, 14,. 16} 
而 
3 4 5 
— 
AB AC AD= |1 2 2| =96+72+70-90-8#-64=0 
9 14 16 
一 - -下 - -一 > 一 一 一 池 
由 紫 可 知 ， 问 量 483 ，AC ，A4D 共 面 ,但 因 问 量 A4B， 


一 一 他 


一 一 -> 
AC, 有 DD 均 以 点 扫 为 妨 成 i 生 有 以 点 A, BC,D 在 问 一 平面 
上 - 
B3. 
一 站 一 人 一 一 站 — yp 
证 CY NCaxdytetaa Hb) 
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_-¥ -一 3 -3 3 -~ 
={a Xr tiax paiat(a x bt—He) 
一 一 人 天 一 尘 - 节 一 等 —— OO 
ape+ratadapta— iiapbpb) 
-3 
由 于 在 混合 积 a 上 4 上 盛 4 8 中 有 两 个 疝 量 相同 ， 央 而 


3 


saadb-0 
- 人 — 
。 (ax Be rae pb dbe, 
-3 > 
C2 (Cat Bt -ryt ta) 
——* 
-Car xD 人 


-和 -人 
一 二 
-3 了 -3 -> -3 一 
(ax sr +(xe)a 
yy -> 一- 
~ bre+rira 
一 > 
-2(a£c) 
-> -> 一 -人 > -> yp 
二 
- 字 全 3 
(C3) (pxrc)tex al(ax 6b) 
-> oy yy 
CB xe) x x aN x ED 
一 天 一 一 一 一 季 — 一 一 天 
{Coe x AT rr xa) bax) 
-rr 
一 -3 一 
(了 
yy 
一 


即 
— A 3 
(bx cite x a(ax =ap ee)’ 
出 此 可 和希 ， 当 且 仪 当 混 合 积 
yp 
4c=0 
时 ， 玫 有 
号 5 全 


64. 
-> -> 一 
证 2 dxp=r 
> 一 -人 
a x d= 
> 一 3》 -人 -了 一 
TY 
-> -> -> 一 >-> 
(ax dp=:#, 
由 混合 积 的 运算 性 质 得 
— 一 > 一 一 > -- 字 
(ax yg)d=-(axd), 
从 而 有 
一 3 一 > 一 中 -他 —» 
rd ep=-—- pe 
py 一 > 一 > 
etred=0, 
65. 
+ 
解 1) (ax 和) 人 PE ) ce)u 
而 
一 一 > 
a oa3xt—1})+0x3-1x23-—8 
一 ?一 > 
bc -0x(-—-1)+dx3+ 3x?=16 
I 
. (Re a= -5{2,4,3}—18{3,0,—1) 
={— 10, — 20, — 15} 
— 448,0, — 16) 
= — 58, ~ 20,1} 
即 
-> -> 一 
(ax sxe =t{t—58, - 20, 1}, 
(2) 利用 拉 格 朗 日 异 等 式 
一 3 一 > 
-3 -3 -3 -人 ad 
(axe)(tsxd)}-= 
一 一 
cd 
而 
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一 > 一 > 
a# 
一 站 四 


3x +0x4—-1x3=» 


-5 


- 3x 0+0x0-1x1 


» 
i 
一 -9 了 


pr =2xt—-1)+4x3+3x2 


16 


了 -一 


=0 


一 二 尖 呈 十 汪汪 和 十 2 区 


一 一 字 
-a 


则 


一 一 


{ax x{rxwd) 


一 字 一 > 


一 入 


Cl) 


~ -3 — ~ — 3 
fat x db -ote x da 


一 子 


一 -3 
Y 


-也 一 2 一- 


一 他 


一 -> 池 一 字 


一 -和 


一 他 


—y 


一 六 
(axy byxr(ecxd) 


男 一 方面 又 有 


一 > 一 > 一 字 


Ciax sydIe [tax byeyd 


一 ”一 一 因 


-~ 


一 字 


【DY 


一 六 一 闻 一 六 


一 - 地 


一 -一 > 一 > 


一 mm 一 


由 上 述 二 等 式 得 


(2) 由 拉 格 般 日 恒等式 


3 


Fy 一 一 
yy -3 -3 一 这 不 ad 
(a x s(trxd}= 

- 


pe pa 
C3 i 
一 《区 


一 


2 8 六 如 


i! 


~- -3 -了 一 > 
(CB xe (tax ad) 
I 
ai cd 


一 > 一 > 一 >- 字 一 > 一 > 一 > 
(zzBIfe dy (ar (bd) 
-3 |] 

pe e 


中 


-mr -3 -> -> 
(exajtbxd)-= - 
py -人 一 > 
a 中 
一 -了 子 一 和 一 信 一 一 > 一 > 一 > 
一 《0 
将 以 上 上 三 个 等 式 两 端 相 如， 得 
-六 一 — > 一 人 
【人 XXX 


-人 人 
ttite x aj(tbx END 


Bb7. 

证 将 三 个 阿 量 两 两 作 数 量 积 
3 
a{ax p= aat -0 
-> -> -> 一 - 字 一 > 了 -3 -了 -学 -3 
三 [人 二 [一 


A 了 一 > -> 
{a pla dad) (a a}(a bb) 
一 已 
一 -3 -3 -了 -下 
{ax paraw ER) 
pr 
~ (dx eta da- (a adb] 
-yy 
=ta PIAa x 8) 4- (a artax bb 
-yy -人 .了 - 所 一 一 > 一 > 一 3 一 >》 
--【 人 站 一 (GE 
= 必 


六 D3 


全 


由 此 可 知 ， 三 向 量 了 ， 7x 太 xfgzx 仆 滑 两 垂直 ， 所 以 


正 玖 。 
63 . 
-> -> 3 
解 ax{axLtax(ta x 6&1} 
一 -地 PP 一 六 + —> 
= 如 XTYSEXTIVUZ (a a) 6b} 
-> 全 -到 
一 人 [EX 一 人 
-- 了 一 一 一 了 
-dax(tax by] 
> 一 一 一 ?一 各 
一 一 一] 
祁 一 站 ”一 站 
= a(t aye 
— -> 
= a 
即 
yy -3 -~ 3? 人 > 一 > 一 光 
ax{axtaxtad x 和 让 = af, 
694 . 


一 


解 … pxxor 


-¥ yp 一 
ee NC XI dx {1) 
-> -yy A > -人 -3 一 多 
但 ax{thx w= wpa yx (2) 


由 (1) 、““2) 式 得 


FF -> -3 -> -> -> -> 

【人 
一 > -> 
当 回 量 < 与 2 不 系 直 时 ， 由 《3 ) 式 解 得 


若 向 量 z， 卫 互相 对 直 ， 则 此 题 无 解 
了 是 ， 
解法 一 ” 设 点 己 在 直线 上 的 重 足 为 (图 28) ， 则 


3 


一 一 -> 
d= IPD] = :MP EE- IMD!? p 


Te 
-一 -> 一 一 > 一 一 全 pad 
”MP OF -OM =1{44,1,— 10} 站 
一 一 一 一 
|MP| = d+ +- 10): 
A117 A 
一 一 他 一 一 ”一 一 
IMD| = | 和 贡 7MHPI= la.MP| 图 28 
一 一 ee 二 
而 [2 = 3 2 = 17 
。 1 {2 2 2 
“一 
pal b 1 v7 v17 
> | 3 2 9 
4 la°*:MP 二 一 dt x XC 10)| 
\ /17 v17 17 
= 9 17 
刚 


d= il7) (9217)2 = vd49= 7 
好 点 了 到 直线 的 距离 d=7. 
-一 一 > 一 一 > 
解法 二 MP = OF -OM = {4, 1, — 10} 


> 全 ri 一 语 一 人 32 3 2|+ 
而 lox NPE | + + 
1 — 10 '— 10 4. 4 1| 


= 833 


-人 — -一 
[al = 和 2 (2)° = 17 


由 二 河 攻 的 呵 量 积 的 几何 意 立 刊 
= iz x MP | 
[a 
时 


所 以 成 了 到 直线 的 距离 4 =7。 


第 三 章 平面 和 直线 习题 解 管 


1, 
解 ” 和 将 点 妃 的 坐标 代入 方程 ， 得 
3x4#-5x1i1+2x2-17=-6 计 0 
因 太 4 的 坐标 不 满足 方程 ， 所 以 点 万 不 在 平面 上 . 
代入 局 BB 的 坐标 ， 得 
3 xX2-05x(-1)3+2x3—-17= 作 
即 点 8 的 举 标 满足 方程 ， 所 以 点 3 在 平面 上 . 
辐 理 ， 可 验证 点 与 点 E 涉 在 平面 上 ， 成 如 在 平面 于， 
2， 
解 ”因为 方程 《1) 不 含有 x 项 和 常数 项 ， 所 以 方程 
(1) 表示 通过 0x 轴 的 乎 面 。 
方程 (2 》 不 会 有 项 ， 因 而 方程 (2 ) 表示 平行 于 忆 ? 
辅 的 平面 。 
方程 (3 ) 不 会 有 》 项 和 x 项 ， 所 以 方程 《3 )》 表示 平 
行 拓 Oy% 坐标 平面 的 平面 . 
方程 (4 ) 不 会 有 常数 项 ， 所 以 方程 (4 ) 表示 通过 坐标 
原 牛 的 平面 ， 
3， 
解 ” 由 平面 方程 的 性 质 知 ， 三 个 变量 的 系数 就 是 法 回 量 的 
坐标 ， 所 以 方程 《1) 的 法 后 量 为 
w= (1 — 2,1) 
方程 (2 ) 的 法 向 量 为 
= £3, 8, 0) 
方程 (3 ) 的 法 问 量 为 
356 


5 1 
方程 《4 ) 的 法 丫 久 为 
# = {1.0, 中 
4. 
解 ”因为 所 求 平 面 与 已 知 平 面 平 行 ， 记 以 它们 的 法 回 量 相 
间 ， 即 
2， — 8,1} 
误 扬 求 半 面 方程 为 
2 2) -Sty 0)+ {+i}= 人 0 


2x ~ By—%—1=6, 
5 . 
解 ” 共 所 求 平 面 遂 过 Ox 轴 ， 则 其 方程 为 
By 十 已 和 一 站 
由 垂直 条 件 得 
B—2{.=0 
或 B= 2C 
代入 所 设 方程 中 并 消去 《， 得 
2 +% 一 0， 


GG， 
解 ” 因 为 所 求 平面 通过 点 4, B， 又 平行 于 向量 了 , 则 平面 
的 法 向 量 # 必 辣 时 稚 自 于 向 量 AB 和 4 (图 30) ,而 
AB: OB _ 0A -1{- 6,0,8) 
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财 所 水平 而 方程 为 
-8fx 一 t+l12(07 一 2 一 6(x 十 1 = 人 
整理 得 
4x 一 6y+35+1i=0。 
f 
和 解 ” 设 点 MKxyyz) 为 所 求 平面 上 和 任 一 点 ， 则 由 共 面 条 件 


得 
x 一 y-1 %+l1 x—1y—-1%+1 
2—23 1+1 3-1|=! 0 2 2 |=0 
t—-? 1+1 一 -上 一 下 2 一 
展开 后 整理 得 
4 和 十 4 一 区 一 下 0。 
6. 
解 ” 依 题 意 ， 设 所 求 平面 方 往 为 
+ + 一 -=1 
站 闻 
代入 上 扎 了 的 华灯 ， 得 
2 .1 + 3 | 
a 好 如 
解 得 
4 二 4 
代入 原 方 程 中 ， 得 
和 
ri 1 
9 


证 由 平面 截 距 式 方程 知 ， 三 
角形 的 项 点 誉 标 为 后 (za，0，0)， 
Bo,B,0), C(O0,0,c), 出 

一 一 地 一 一 > 一 

AB = 0B -0A ={-a,d,0} 

一 -> 一 -一 一 

AC = OC - OA ={— #0,c} 图 31 
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| 
= {be ca, a 
| AB x AC | /Pry ria qb 
由 于 
5= 了 | AB x MAC| 
4 一 FV ot eit Cia 
10, 
解 ”由 蕉 上 距 式 方程 知 ， 所 求 平 面 方程 可 设 为 
~ 2 1 2- 
一 二 一 
3 
其 中 。 是 平面 在 0x 轴 上 的 截 距 ， 利 用 两 平 曾 的 稚 直 条 件 得 
1 中 十 3 一 一 
一 本 DD 入 《 2) 十 pc 区 二 必 
从 而 得 
二 1 
代 六 所 设 方程 中 ， 得 
3 _ 
二 于 本 
或 
一 3 一 2 十 = 
11. 


解 因 所 求 平 面 与 已 知 平面 平行 ,所 以 其 平面 方程 可 设 为 
2x+37+2x+ 册 = 


将 些 万 程 化 为 截 距 式 
所 | 人 
DD 十 万 十 5 = 
2 5 2 
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由于 


上 月 4 
2 可 2 
册 
万 = 一 ?3 


代入 所 设 方程 中 ， 科 
Dx + 37+ 22% 一 3= 0, 
Iz. 
解 ” 由 二 下 面 的 平行 条 和 件 ， 设 所 求 平 面 方 程 为 
ox ++ 2% -=0 


化 为 礁 趾 式 方 查 
和 ， 人 _ 四 _ 
DPD 
2 2 


由 于 六 而 的 三 个 鹤 距 就 是 构成 四 面体 的 三 个 楼 ， 则 由 体积 计算 
公式 ， 得 


印 


解 得 


则 记 求 平面 方程 为 
32x + y+ et oA 3 =0, 
13 ， 
船 ” 法 线 式 方程 的 和 点 是 ，1》 法 向 量 的 模 长 等 于 1; 
2 ) 常数 项 小 于 或 等 于 准 。 
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(1) 式 中 法 同 基 的 模 不 等 于 1， 所 以 不 是 法 线 式 方程 . 

(2 ) 式 中 法 呵 量 的 模 等 于 I， 上 且 第 数 项 小 于 稚 ， 内 而 是 
法 线 式 方程 。 

阿 型 ， (3) 、 (6) 式 不 是 法 线 式 方程 而 《41) 
(5 ) 成 迁 法 线 式 方程 ， 其 中 4) 式 为 法 线 式 方 程 的 特 浆 形 
去 ， 杀 煞 项 等 于 专 ， 

14. , 

解 四 为 点 了 是 原点 口 在 平面 上 的 垂 足 ， 所 以 向 量 OF 
垂 详 于 平面 x， 府 平 入 x 发 通 过 点 了 ， 则 平面 x 的 方程 为 

3 3)+ A 一)— (s+65)=0 


BB 
3x + dy— 5%~ 50= 0, 
15. 
证 设 平 面 在 两 个 契 同 坐标 系 中 的 方程 为 
* JJ 
a +1 
和 
I 
A b' 1 e 1 
将 以 上 二 方程 分 别 化 为 法 线 式 
b 2 1 
a ep 
和 > 
rf 了 2 1 
a op ip Ft -0 
其 中 
11 1 1 
业 -- _ _ _ 
上 。 十 | 了 了 
由 1 | T 


#01 


因为 在 有 公共 华 标 原点 的 两 个 不 同 坐 标 系 中 ， 坐 标 原 点 到 


平面 的 距离 相等 (图 32》 ， 即 
于 
pe A 
则 
1 
Hi: He 
. 1 1 1 1 
a Ba I 
16. 
解 (1) MH= -327+t(- 1)+2:=—3 
2 了 忆 
证 二 一 二 区 一 全 
"3 3 3 
? 1 
Sx) x(-4)- 二 x3—-1 
3 《一 人 9 【一半 
-一 3 
而 
d=18| 
“f= — 3, #=3, 
(Coy HA=v 16+ (12):+15° =25 
~ 16 12 15 4 
二 MW Co— 一 一 ”一 一 ---- 
“35 2 
16 yg -xD+ x (De 
站 局 
- 1 
和 i d=|6| 
.6=4d=1, 
(3) 2 Hi Bi 3)+1l = 35 
.5 3 : 4 
站 一 一 一 -= 一 一 
35 v35 35 wi35 


WD < 735 ww 35 
= 昨 
而 
d=|61 
0 在 平王 x 上 ). 
【二 No drT3z2105 =5 
-并 3 
6 FY 2 
_ 本 
-EX*0 XO 1 
=—1 
而 
d=16| 
一， 上 
17, 
解 ” 设 点 了 的 人 举 标 为 “0,0,%》， 则 
PM | =- 1 0) +- 2 0 (0—%) = 2 +6 
将 已 知 平 而 方程 化 为 法 线 式 方程 
3 2 6 9 
7T* T7717 
则 点 了 到 平面 的 距离 为 
_ Bb 3 
J FX0 XOtFX” 了 
BB 
16,._9. 
“=| 了 :一 闻 | 
依 题 意 ， 得 
全 日 
7 
整理 得 
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13%: + 108% + 184 三 0 


由 此 解 入 
“0 _ 82. 
过 二 9 EI re 了 3 
je 32 
则 所 求 点 为 站， 和 。 一 2 利 (0， 0), 3 ) 夯 
18. 
稻 ” 将 二 平行 平面 方程 化 为 法 线 式 
2 SS 1 一 一 -二 
FT” T7717 
与 
2 0 4- 
-7 TT 
由 于 二 法 线 癌 量 方 向 相反 ， 则 
1 8 NY 
p= 吝 (P1- Pr)= 训 4 7) = 
从 而 所 求 平 向 方程 为 
2 3 2 
FT* 7 +1 
或 
一 了 二 有 芝 一 总 二 二 
19. 
舰 ” 将 二 平面 方程 化 为 法 线 去 
x 3 2 5 
~” 一 一 -十 :一 一 一 一 一 一 全 
‘14 4 I 1 C1) 
与 
3 2 1 3 
一 二 一 — 一 一 一 二 届 
Ia i ‘yi ”14 (2) 
将 (1) 、 (2) 式 相 加 ， 得 
i i ! _ 8 _n 


v4 v14d vw 14 ww 
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将 (1) 、(2) 式 相 减 ， 得 
4 i 一 名 一 


一 -- y ee 
ww wi4 wld 


刘 
2x+y— ?+= 人 0 
5 
A y+ 名 2 二 0 
是 及 求 的 两 个 角 平 分 面 方程 ， 
2 从 ， 
解 ” 把 一 平面 方程 化 为 法 线 式 
9 1 1 3 
TCG 
WA 2 2 vw 27 
与 
4 2 5 
Ns 十 3 -0 
“29 29 ww yw 29 
作用 本 各 癌 量 委 


人 


57 27 -了 


— 1 
“= C—- 5x 4)-1x3—-1x{-2)) 
v 27 X29 
25 0 
vw 783 


COSP RO 
即 二 平面 的 法 线 问 量 梅 成 倘 和 区。 从 而 坐标 原点 在 二 平面 所 构成 
的 钝 前 内 (图 33) 。 
将 点 并 的 学 标 代入 站 中 ， 得 
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?7 x) Li x {2)~ a -> 
Vr vw 27 27 vw 27 
= ~ 
vw 27 


将 抬 刘 的 举 标 代入 x 中 ， 得 
5 


4 i: 之 
一 - 一- X 【一 二 一 一 -X【《 一 引 一 一 -一 X 荆 一 一 一 - 
9 vy 29 wv 29 vw 29 
== -1 一 0 
4 


由 此 再 知 ， 点 间 与 举 标 原点 在 平面 <， 的 两 出， 面 在 平面 x: 的 
同 山 ， 所 以 点 碍 在 下 平面 构成 的 锐角 内 ， 


2t., 
解 将 站 TT; 化 为 法 线 式 
2 吕 6 
| ra Wal 可 一 
与 
a _ ty 3=0 


因为 与 二 平面 xzz 等 中 的 点 在 二 平面 的 角 平 分 面 上 ， 而 
人 
印 


3 13x 一 by 十 32% 二 46) 一 


因为 后 了 在 07 轴 上 ， 则 令 


二 名 二 必 


Tr 一 一 


mrm= -1 ~ 3 十 ds 一 B81)= 人 0 
A 


区 二 夺 二 从 
1. 


则 所 求 点 为 P00,9,0) 和 PP，00， 
22. 


解 ” 设 所 求 平 面 方程 为 


8 


2 


20), 


| 


xCOSa + Yeosp + cosr —6=0 
化 为 截 距 式 
”二 ”一 
6 
COStr COSH cost 
依 题 意 ， 得 
6 -1 _- 6 
COSA 3cosp 2co0osT 
Bl 
COSG = 3COSP = 2cO57 
由 方 同 余 弦 的 性 质 及 (2) 碟 ， 解 得 
CS = 奎 林 ， cos = + 地， CDSI = 十 
代入 (1) 式 中 ,并 整理 得 


BX 2 二 32 圭 42=0, 


33 ， 
解 ”二 所 求 平 面 通过 Dx 轴 ， 则 其 方程 为 
By+ tC%=0 
利用 点 到 平面 的 距离 公式 ， 得 


_ HB3+3C 1 
VV Fic 


《2 ) 


号 7 


印 
24BC — 7t*=0 
解 得 
C=0 或 7C=24B 
则 所 求 平面 方程 为 
= 人 或 7y +24%= 人 0. 
24. 
解 ” 因 为 所 求 平 面 与 已 知 平 固 平 行 ， 喜 可 设 为 
Bx + 3y+ 2%+ = 人 0 
自已 到 平面 的 距离 公式 ， 得 
_l6x073x0+2x0+ 上 0 


A B37+2: 


=1 


印 
DI _ 
= 


解 得 
= +7 
则 琅 求 平面 方程 为 
Bx 二 3 十 25 十 7= 10。 
25 . 
解 ” 设 氮 章 关于 平面 的 对 称 氮 为 章 (xy 2) 则 


MM'= OM OM = {x -1 nl wl) 
由 对 称 点 的 性 质 知 , 开 让 ,三 让 于 已 知 平 面 , 且 吕 刘 到 平面 狼 


距离 等 于 点 4' 到 平面 的 距离 .从 面 癌 量 现 夺 与 平面 的 法 向 量 太 
共 线 ， 邵 
Ei ol -- 5 
1 并 —] 
其 中 和 为 对 应 坐标 的 比例 系数 ，|L 4 0， 出 
xy 一 上 十 1， 3 二 3 1, t= —tt+1 《本 


由 氮 色 平面 的 上 距离 公式 得 
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[lx1+2x1~ 1xi1-8| 


vw 1 +2+ (1: 


[Ix(t+1)+2x (ar 一 1x( -t+1) | 
1 二 《一 1 


即 
6E=w 6 |i-1| 

解 得 ”1=? 或 1=0 

当 f=0 时 ， 涉 符 题 意 ， 故 合 去 。 将 1=2 代入 (*》 式 中 ， 得 


Xd P= Bb =—1 
即 点 典 关 于 已 知 平面 的 对 称 点 为 M'(3,5, 一 1)， 
26. 
解 ” 《1) 内 二 平面 平行 ， 则 其 尘 向 量 共 线 ， 即 
2 3 
wm -6 -6 
由 此 解 得 
i - 3， Wr 二 一 4. 


(27 因 二 平面 垂直 ， 册 其 法 向 量 也 垂直 ， 即 
7Txi-—-2x1-1]x(-3)=0 


C3) 由 了 黄 个 平面 的 到 和 角 公 式 ， 得 
cosT _ 1 
3 BL 


中 


即 
5 
2 50 下]10 
更 理 后 得 
x 二 +4 一 = 人 0 
解 得 


如 一 一 上 十 2 3。 
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21 . 
解 ” 设 所 求 平面 方程 为 
了 十 趟 = 人 0 
出 生平 面 的 来 表 公 式 得 


即 


解 得 四 
太一 士 w 3 
则 所 求 平面 方程 为 


3? 士 \ 3%=0, 
28. 


解 ” 因 为 平面 通过 坐标 原点 ， 所 以 方程 可 设 为 
AxtBr+Cs%=0 C1) 
由 乖 直 条 件 香 
Ar2B+3C=0 《2 ) 
3A+B-C=0 (3) 
由 《2》、 《3 ) 式 解 得 
A:B:C=1:-2:1 
代入 《1》 式 中 ， 得 
”一 27 十 名 二 0， 
29 ， 
解 ” 设 所 求 平面 方程 为 
Ax+ By+C%+D=0 
代入 已 知 点 4,8 的 坐标 ， 得 


—_ Brn=0 1) 
人 十 五 = 站 C2) 
由 二 平面 的 夹 角 公式 得 
2 Bo- 
COS— 水 = -一 一 -- 一 .oo 


3 Tw Ar+B+C 
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即 
人 :一 BBC 
由 (1)、(2)、(3)》 式 解 得 


A=+w 6D, B=D, C=-D 


代入 所 设 方程 中 并 消去 PD， 则 得 方程 


tv B+y—%t1= 0 


30. 
解 (1) 因为 系数 行列 式 
5 8 -1 
4-|1 2 3 |1=104<0 
(2 -3 2 
所 以 三 平面 有 唯一 次 点 ， 而 
7 8 -1 
4.=|1 2 3 |=312, dy= 
9 -3 2 
5 8 7 
d=11 2 1|=0 
2 -3 9 
和 A 312 
1 
- 104 
六 
4 0 
5 
从 面 三 平面 的 交感 为 03， 一 1 0) 。 
(2 ) 因 为 系数 行列 式 
1 -4 -2 
才 二 | 1) 1 1= 站 
3 —12 一 6 


9 了 
1 1 
2 9 


[1 


(3 
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河 增 广 定 阵 
1 -4 -2 -3 
[: 1 1 | 
3 一 1 一 昌 一 了 
的 秩 为 3， 所 以 .二 个 开征 没有 变 点 。 
(3 》 因为 系数 行列 式 


2 -1 2 
D “ -13|=0 


2 ~ 0 4 
E :| 
， 0 -1 -5 


的 秩 为 2 ， 所 以 王 平面 交 于 -- 条 直线 ， 即 交点 不 定 ， 

31. 

解 ”只 须 验 证 其 中 革 兰 个 平面 的 交点 在 第 四 个 平面 上 邵 
HFT, 

由 平面 Mp tos ts 求 得 变 版 坐标 为 Mr1,3, 一 王 )， 将 点 唱 了 的 
举 标 代入 平面 方程 x, 中 ， 得 

Bxi+3x3—8*%w{—-1}- 23=0 

即 前 三 个 平面 的 交点 在 第 四 个 平面 上 ， 所 以 四 平面 共 点 ， 

3 了 2 

证 因为 三 个 平面 的 法 向 量 太 , 加 ,# 线性 相关 忆 二 法 向 量 
nt 共 硬 < 之 混合 积 太 扣 训 =0, 而 混合 积 加 台大 =0 的 必 
要 充分 条 件 是 以 zm, ,加 为 法 向 量 的 三 个 平面 方程 所 确定 的 方 
程 组 或 者 没有 解 ， 或 者 有 无 穷 多 组 解 ， 从 而 三 平面 或 者 没有 交 

3 ， 

解法 一 “由 二 个 已 知 平面 方程 
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xXx— 2y -3%+0=0 | 
x*— ds— 13=0 
3X -nyi + TD | 
求 得 交点 学 标 为 (5, 一 了 一 2; 则 所 求 平面 方程 为 
l(xw—-3)+30+1)+1t2+ 2)=0, 


By 
着 十 3 区 一 人 
解法 二 ” 设 所 求 平 面 方程 为 
1 一 2 二 SET9 + fx — dg— 13) + rv(2x+y+ BE+1)= 0 
印 
(A HISP)N+ CC— 2 y+ (BA dH i Br)% 
+ {94— 13£+ 1)=0 《本 
因为 向 量 4 垂直 于 所 求 平面 ， 所 以 
1Pyo2p=1 
~ 2A+L=3 
84--dAr52 = 上 
所 上 述 方程 组 解 得 
2， 
代入 (*) 式 中 得 
十 3 十 基站 
34. 
解 ” 因 为 所 求 平面 在 二 已 知 平面 确定 的 面 东 中 ， 故 可 设 为 
~ rby— 3%t+3+ A(2X+ FY—%+8) = 
代入 已 知 操 的 侣 标 
2+6xt—-05)—3x1+3+A2xX2+7X(-HD~-1Ix1lt+)=0 
则 得 。 2*= -二 
代入 所 向 方 程 中 项 整理 得 


Sx+ 113+ 1i1s+ 38=0., 
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35 . 
证 A+ y+) 
= 2 一 y+ 二 
= 
Ti ,mm 属于 同一 面 束 
说 过 点 了 的 平面 方程 为 
DX -+1+ atx y+ 人 +2) 人 0 (Cy 
代入 虞 了 的 坐标 
2x1~-1x0+1+il+2x0+1+2)=0 
则 得 


1 = 一 立 
4 
代入 (*) 式 中 ， 则 得 到 过 点 了 的 平面 方程 


ox — 10y -3%— 2=0. 


3 。 
解 ”将 平面 束 方 程 化 为 截 睹 式 
了 % 
| 
1 十 二 3— 上 上 一 2 
依 题 总 
5 一 4 上 5 一 4 
l1+k 3 上 
由 此 解 得 
:1 或 £2 
k=] 或 上 & 4 


代入 面 束 方程 中 ， 得 
2x+27~2%—-1=0 
和 
9x + 7 — 10%--0., 
37. 
解 ” 老 平面 束 中 含有 坐标 平面 ， 由 于 坐标 平面 经 过 厌 上 语 ， 


374 生 


让 所 


风 浓 靳 王 必 为 深 ， 为 此 ， 令 
5 +r9k=0 
到 | 


2 
= 一 一 


3 
代入 平面 来 方程 中 并 整 香 得 
一 站 
则 属于 平面 束 的 学 标 平面 是 0x% 坐标 面 ， 
38, 
解 ”将 面 束 方程 化 为 
《1 十 天 ) 癌 十 《LE 一 28 [一 1 大) 十 1=0 (CC*) 
行 方程 4* ) 确定 的 平面 恒 直 于 0xy 沿 标 面 ， 则 
-1+ 上 和 =0 或 上 =1 
将 不 值 代入 (*) 式 ， 得 
2x—y+1: 0. 
车 方程 确 C* ) 定 的 平面 垂直 于 Oxx 举 标 面 ， 则 


1- 2&=0 或 = 


和 将 点 信人 代入 (*)}) 式 ， 得 
3* 一 世博 三 介 ， 
去 方 5* )? 程 确定 的 平面 垂直 于 Oy%x 坐标 面 ， 则 
T + 二 = 和 0 或 上 = 一 1 
将 飞 值 沁 入 (*) 式 ， 得 
37?7 一 3% +T=N0 
因此 ， 所 有 求 平面 方程 为 3x -?+tl=0，3x-xt2=0 和 
3 — 2%t1= 人 0, 
39 ， 
解 ”将 已 各 点 的 又 标 代入 面 把 方程 中 ， 得 


1+Ai+3/A=0 
-A =0 


解 此 方程 组 ， 得 
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1 
A 


代入 面 拒 方程 中 并 整理 得 
二 37 一 2% 十 $=- 0D. 
40， 
解 将 而 把 方 程 化 为 
C1425x+t (oJ 12iHy+ (1 -AtH)s 


+(—1—- -7 = 站 ‘(1) 
大 方程 (1) 傅 定 的 平面 平行 于 bxy 坐标 面 ， 则 
1+4+3P8=D0 1) 
-1+4+-7-0， 
解 得 
1， HE -二 
2 2 
代入 《1) 式 中 驹 理 得 
3 各 十 工 = 疙 ， C2) 
条 方 程 (1) 确定 的 平面 平行 于 Oxx 坐标 面 ， 则 
j++ 5F=01 
1—-27+F =0f 
。 2 ,1 
解 得 1= 二 A= -去 
代入 (1) 式 中 整理 得 
了 一 昌 。 【3 1 
坷 方 和 (1 确定 出 平面 平行 于 Oy% 坐标 面 ， 巾 
-1+4-7=0 | 
工 一 4 一 天 = 站 | 
解 得 
A=1, /= 人 0 
代入 (1) 式 中 丈 理 竺 
< 一切 二 ‘4 ) 


由 于 所 求 的 平面 部 经 过 面 把 的 中 心 ， 则 由 〔〈2)》 、(3 1)、 
(4 ) 式 得 
$3716 


1 


b 


即 所 求 平面 为 ，2%~3=0。 Y=0， 55+1=0， 面 把 目 心 为 
3 | 
(3 0, =) 

41, 


解 ” 因 为 所 求 直 线 与 向 量 # 平行 ， 故 # 呆 作为 直线 的 方向 
呵 量 ， 从 而 所 有 求 和 直线 - 谨 程 为 


YX ?+l _ %+3 
° -3 4 ” 
142, 
解 设 所 齐 0(%0, 和 oy 加 ) 是 直线 上 的 点 ， 则 
[= | =; > | 
令 w= 1， 则 有 有 


Yo 三 土 ]，%, 二 十 二 


由 于 点 划 , 在 直线 上 ， 从 而 向 量 OMWH,= {1, + 1 +1} 可 作为 直 
线 的 方向 向 量 ， 则 所 求 直 线 方程 为 


六 “J 
1 1 1 1 -I 1 
1 -1 -I 1 和 =- 
即 芭 三 个 众 标 面 距 离 相 等 的 直线 共有 四 条 ， 
43, : 


解 ” 因 为 所 求生 线 平行 于 已 知 家 线 ， 则 它们 的 方向 向 量 相 
局 ， 而 已 知 直 线 和 的 方向 向 量 为 
{0.0,-3) 
则 所 求 直 线 方 程 为 


x 一 一半 写 十 1 
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44 ， 
和 解 ” 因 为 押 求 直线 平行 于 二 已 知 平 面 ， 则 直线 的 方 器 器 量 
同时 垂 计 于 二 .已 知 平面 的 法 向 旦 ， 帅 


YY 由 -1 工 1 | 13 13 -L111 
| 0 -1 ,| -1 1 1 y= tb 


则 万 求 直线 方程 为 
x—1 yy—2 多 一 


二 -一 


] 4 1 


45. 
解 ” 因 为 点 在 平面 上 的 投影 就 是 过 点 引 平 面 的 和 慌 线 与 平面 
的 交点 (图 34) ， 面 过 点 疙 的 垂 线 方程 为 


~ 一 _ %+1 
] 2 3 | 
n 
Tv 
X=f+3, Y= i+1, 二 3f 一 1 | 
将 上 式 代 六 平面 方程 中 | 
+3+29t+ 1)+337—1}—30=0 图 34 
则 得 
一 也 


代入 下 绕 的 参数 方程 中 ， 得 
%“=5, y= 505, %=6 
即 成 贡 症 平面 上 的 投影 为 M'(5, 5, 5)， 

46. 

解 ” 因 为 所 求 十 线 在 已 知 平 面 上 ， 叉 和 Ox 输 、0y 轴 相 
交 ， 则 直线 必 通 过 平面 与 0x 轴 、Dy 辅 的 窑 点 。 为 此 ， 在 已 
知 平面 方程 中 分 别 令 

y=%=0 和 w=%=0 
就 得 到 平面 与 两 个 轴 的 交点 (4，0,，0) 和 (0,2,0)， 
由 此 得 两 点 式 直 线 方程 为 
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= 一 


一 4 2 0 
或 
x*—1= - 27y, %=0, 
47. 
解 ” 因 为 向 量 


AB= 0B - O04 ={-1,2,-1) 
所 以 过 点 所 ,8B 的 直线 参数 方程 为 
X 二 了 一 
y=1+e2i 
二 1 一 i 
48, 
解 将 点 草 的 坐标 代入 直线 方程 中 
2= 2:, 1]=1, c= 2:—1 
由 第 一 式 得 
上 二 二 
代入 第 三 式 中 ， 得 
r+ 二 1]1, 
4D ， 、 
解 因为 所 求 直线 与 二 已 知 直 线 垂直 ， 记 以 其 方向 同 量 4 
同时 生 直 于 一 已 知 直线 的 方向 向 量 2. 和 4， 而 


4] 二 {1， 2, 5}, 他? 一 《3， 1 站 
-> Tr 2 5 5 1 1 2 
ax efi 6) 3|| 3 11={-515, -9 
取 
一 这 了 一 一 六 
4 = tt 1 3,-1) 
则 所 求 直 线 的 参数 方程 为 
x 1—t 
= + 
% 二 一 1]—: 
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DQ， 

解 ” (1 ) 下 线 (1)》 的 方 品 铅 量 为 

a 
在 育 线 《1T) 中 任 取 - 一 点 间 (2,0,1，;， 则 直线 (1) 的 标准 方 
程 为 


1 
5 7 1 
(2) 由 第 一 个 方程 得 
:9 - 
5 一 = 
由 第 二 个 方程 得 


由 此 得 直线 (2) 的 标准 方程 为 


X+I PF 一 4 


Eo 


6 2 1 
{3) 由 第 二 个 方程 得 
X 十 和 二 -之 
3 
则 直线 {3) 的 标准 方程 为 
Xr J 一 4 区 
1 ~ 3°* 
(4) 由 第 一 个 方程 得 
-2 7 
由 第 二 个 方程 得 
7 =%-] 


则 直线 (4) 的 标准 方程 为 
“名 1 


do 


一 已 3 1 


号 8 


51., 
解 ” 若 直线 与 某 沧 标 轴 相 交 ， 则 交点 坐标 满 是 直线 方程 ， 
且 田 两 个 从 标 均 为 零 ， 因 此 ， 对 已 知 直 线 方程 ， 阁 令 


由 二 站 二 站 
则 有 

2x+ UD=0) 

dx —b=0， 
解 得 

D= -4 
苦 令 

x 二 锡 二 从 
则 和 有 

y+ 0 

~ 2y—6=0 
解 得 

DP=9 
在 令 

扣 二 让 三 届 
则 有 

0 

2% 一 = 人 0 

解 得 

D -= 3. 


妈 当 丰 线 与 0x 轴 ,0y 轴 及 0% 轴 相 交 时 , 卫 值 分 别 为 - 4， 
9 和 3， 

52 . 

解 ” 头 为 真 线 在 举 标 面 上 的 射影 就 是 直线 的 投射 平面 与 华 
标 面 的 变 线 ， 亏 求 投 基 平面 方程 ， 可 将 直线 方程 改写 为 平面 东 
方程 

D2 一 一 生生 A(6% 一 一 2% 二 4) 二 习 
或 
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T+BUN+T 2 A+ (~ 2 -5+442=0 (1) 
车 (1 ) 式 确定 的 平面 垂直 于 Oxy 举 标 面 ， 则 
-4 一 2i= 人 或 i= 一 2 
代入 (1)， 式 中 ， 得 直线 关于 Oxy 坐标 面 的 投射 平面 方程 为 
一 Sr +47y— 13=0 
从 而 直线 芷 0xy 坐标 面 上 峙 影 的 方程 为 
— 9x—47— 13=0 
\ 0 
大 为 程 《1) 确定 的 平面 牌 直 于 Oxz 坐标 面 ， 则 
2 一 = 人 或 4=2 
代入 (1) 式 中 ， 得 直线 关于 Oxz 华 标 面 的 投射 平面 为 
15 — 8%+3=0 
从 面 下 线 在 Ox% 坐标 面 上 射影 的 方程 为 
{ 1l5x — 8%+3= 人 0 
= 0, 
部 《1) 式 确定 的 平 而 垂直 于 Oyx 水 标 面 ， 则 


3+61=0 成 i= 一 过 


代入 (1) 式 中 ， 则 得 直线 关于 0yx 坐标 面 的 投射 平面 为 
by 6% 一 4= 们 
从 面 直线 在 0y% 仙 标 面 上 射影 的 方程 为 
| 3-6%—14=0 
”= 人 人, 
53. 
解 ” 依 题 意 知 ， 所 求 平面 平行 于 直线 的 方向 向 是 《= {1 
2;2}， 且 通过 直线 上 的 点 齐 ,(3,3; 一 二 及 已 知 点 亲 (1, 1,2), 面 
MM= OM OM ={-1, -2,3) 


F22112 11| 
x MM=; 3 3 | | 3 


和 


一 4110, — Ds 村 


则 可 芭 半 面 法 阿 盐 


Lx MM {2,- 
# = xXMM={2,. -1,0} 
| 
从 而 所 求 平面 方 框 为 
Cx} (yo) tol- 2)=0 
即 
2x 一 》- 工 2 0， 
84 ， 
解 ” 依 题 意 知 ， 一 已 知 直线 的 方向 向 量 与 平面 的 法 向量 垂 
直 ， 疝 
> 站 一 2 | 2 3113 一 4 
Xa=1| 9 13 2 | 
= {4,8, 10} 
出 可 取 平 面 的 法 问 量 
= d= {2,4,5) 
从 而 所 求 平面 方程 为 
2 十 于 出 (十 号 于 这 一 号 二 站 
li 2x + d+ 5 一 5= 人 60, 
65 
解 ” 因 为 过 已 知 直 级 的 平面 束 方 程 为 
2xX + op— D+AC2Yy+%+1}= 人 0 
即 


2 十 《二 2A2Y 十 玉 和 二 (一 5 二 二 略 
由 垂 直 条 但 

Ix2+4XxXt3+24) +3XxXA= 人 0 
解 得 

A 二 一 人 
代入 平 囊 束 方程 中 ， 得 

2X y= 0, 

56. 
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解 ” 先 将 直 铸 方程 化 为 参数 式 
~ 二 1! | 

y= -3 
%=1—3} 

和 王 过 碟 间 作 直 线 的 疏 耐 力 程 

‘|[35) 
六 后 2 二 名 +1 = 二 几 

将 直线 的 参数 方程 代入 垂 面 方程 中 ， 得 
f+ nt 3)+ tt 3)+1=0 

由 此 人 解 得 


f= 
也 
代入 参数 方 称 中 ， 求 得 直线 与 重 面 的 交点 为 MW，( 邱 ， -一世 ， 
- 二) 。 因 玲 标 原点 O 及 好 ,MM, 在 所 求 平面 上 ， 所 以 可 得 平面 
三 点 式 方程 为 
| x—1I 13+I -0 | 112+1 g | 
1-0 -1-0 0-0 | 1 -1 0 1_, 
4 1 5 ,. 4 CT 5 
FH 3 0 | 后 - 言 - 写 
整理 得 
5x + 8y + 3% 二 从, 
57 . 
解 ” 先 将 二 直线 方程 化 标准 式 为 
x+1 +3 _ 
TT 
与 


则 会 重 线 的 方向 岗 迁 为 


3 


1 ? = {12, 0 


让 
了 
相册 
|| 
i 
[| 
my] 
一 — 
上 


因此 可 得 
[x+l1 y+3 % 


| 
12 -20 4 |=0 


3 之 
即 
xX 一 3 十 1= 习 
同 理 得 
x 
12 -20 1 0 
1 2 7 
即 
37% + 20y— 1i%+ 122=0 
则 会 短线 方程 为 
x 一 3xz+l=0 
\ 37x 4 20y— 11z +122 = 0， 

hn8. 

解 ” 先 求 公 苹 线 方程 ， 因 为 公开 线 的 方 同 间 量 为 
本 LT 2 | 
zxz -| 3 212 1 | 1 3 = 

所 以 有 
[x—[ y+2%~5 
1 -i 1 = 几 
1 之 ] 
和 
x 由 二 和 十 工 
1 一 1 1 一 站 
-| 3 2 
展开 上 后 览 理 ， 即 得 公 王 钱 方 程 
1 T 一 名 十 二 


| 


LU 5x ry~ d%~1=0 
385 


和 将 会 垂 线 方程 此 为 平面 朱 方 程 
5x 一 + AX 一 S++4)=- 八 

或 
{十 A 十 十 (一 一 A 名 一 +4A} 二 避 

因为 所 米 半 面相 平面 末 中 (图 36) ， 旱 平行 于 向 量 ， 斯 以 有 
(5+Aax1+lx0O+(t 1-Ax{—1)}=0 

申 此 解 待 


2= - 忆 一 NE 


代入 面 东 方程 中 ， 则 得 所 求 平面 忆 
方程 
二 27 二 + 多 一 38= 作 ， 


59 . 图 $6 
解 ” 设 直线 方程 为 
x= {f+1l, y=Ami+1, SHSD (1》 
由 于 直线 和 Ox 轴 构 成 三 角 ， 根 据 二 直线 的 夹 角 公 式 得 
 __l 
tmitp 2 
有 
382 一 在 十 六 《2 》 


义 因 所 求 王 线 与 已 知 直 线 相交 ， 则 (1)》 式 满足 已 知 直 线 方 
在， 具 而 有 


1 m1 
1 2 之 
即 
ft—1)= wt 《3 1) 
mt to “44) 
由 (3) 式 得 
= of 
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代入 《4) 式 ， 束 理 为 
oD mi d= 人 0 


出 (5) 式 与 (2) 式 腾 立 ， 解 得 
fi 天 二 21:1] 


(25— 028 2) 


或 fn 203: (60— 36 22). 
则 所 求 下 线 方 程 为 
1 2 
we 1 
和 
YY-]_- >-ti -zs-w2 
03 60—33w 3 25— 28 2° 
60. 
解 ”因为 所 求 直线 通过 原点 ， 因 此 可 设 为 
本 加 人 
ij 


又 因 直 线 与 0x 轴 和 0x 轴 构 成 等 角 ， 所 以 


7 虹 


WA Mtrm tw 


而 

f+ 
则 

/一 区 
i 


=1{ Ta 1 
利用 二 均线 的 交角 公式 得 


of + Dm + dn 


—— 一 二 


A 


即 


Di tt on = 3 m+ We) 


: 1 
1 


并 


一 一 -一 二 08 一 
1 


me. 
[| 
er 


(2) 
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由 【1TJ，(23) 二 得 
m+ di im=0 


或 

【二 一 中 一 站 
出 

7 

2 

2 
因此 所 求 下 线 方 程 汶 

人 

1 + 1 


b1, 

解 ” 因 为 点 出 在 通过 反 于 用 竺 直 于 已 知 直 线 的 季 面 上 
(图 37) ， 所 以 先 求 过 点 总 的 垂 面 方程 ， 由 于 已 知 吉 线 的 方 
向 河 量 为 

了 
册 可 到 所 求 垂 面前 法 问 量 为 


一 六， ] 一 ， 
下 可 = 42, — 2,1} 


从 而 垂 面 方程 为 
2 1)—2t7—1)+ (% +r6)=0 
ul 


2%— 2 T+%+6= 人 0 | 
将 垂 面 方程 与 已 知 直 线 方程 联 立 人 一 

te | 

x py- d+ 12=0 i 

Dw + Pp- 2s+3=0 下 


得 到 交点 誉 标 M,C 一 1,3,2)， 图 37 
由 于 点 好 是 两 点 诈 , M' 过 钱 的 中 点 ， 利 用 中 氮 爸 标 公 式 ， 
得 


了 3 


由 此 解 得 
X= 3, TD gS- 10 
由 太 玉 的 对 穆 点 汐 MM'( 一 3,3,10)，, 
名 < 
-学 一 一 衬 
解 C1) 14d}, OM= {11,2.13} 


— 首 一 -一 一 人 -一 一 一 
MP= OF - OM = {1,1,— 14} 


x MP -= A 1 


rE 4 
YI -1 “I-141! 1 


1 
1 
cv 648 
一 > _ 
Ia| = lI+1+ 4 =v 18 
利用 点 到 直线 的 距离 公式 ， 得 
一 年 


即 点 好 到 直线 (1) 的 距离 d= 6. 
(2 ) 在 已 知 直线 上 住 取 一 点 型 (一 了 一 6, 一 13)， 
则 


> -一 > 一 > 
MP= OP ~ OM = 143,9,12} 


即 点 苷 到 直线 《2 ) 的 中 离 为 4 = 15， 


一 


1 | 
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63 . 
解法 一 ”因为 与 点 ?距离 最 小 的 点 刘 。 就 是 成 了 在 直线 上 
的 重 足 ， 为 此 先 求 过 点 了 于 与 直线 垂直 的 平面 方 称 ， 即 
(一 3)+20 -28)— (2~6)=0 


或 

xX+2y—%—1=0 (1) 
将 书 知 将 线 方程 化 为 参数 式 

二 (2 


代入 (1) 式 中 ， 得 
f+202t-7)— (t+3)-1=0 
即 
Bi 一 18= 眉 或 f=3 
将 值 代 入 (2 式 中 ， 求 得 直线 与 焉 面 的 交点 为 
X= 3 Y= C— jij, %= 作 
因此 所 求 之 点 为 而 (3，- 1;0)， 
解法 二 ”因为 所 求 点 则 在 已 知 直 线 上 ， 所 以 点 计 , 的 坐 
标注 足下 线 的 参数 方程 
中 二 二 一 本 ) 
由 琴 点 辣 距离 公式 ， 香 
di= 人 7323- 9 十 【 一 上 一 3 
= 6F— 36t+ 99 
= G1- 3)°+45 
显然 , 当 #=3 时 ,距离 了 为 最 小 ,和 将 1=3 代入 (*) 式 ， 得 
w= y= ~—~1, SO 
即 所 求 之 点 为 M,(3, -1,0). 
64. 
解 设 所 求 之 点 为 了 (0,0,%)， 由 已 知 直 钱 土 的 局 亲 (1， 
一 4 人 间 辐 点 了 引 同 量 MP ， 如 
MP = OP -OM = 4 1,1,%} 
面 


3 


2-27 -21F | 1 2 
lax ME VY 1xlt wi 11| 


PE 


二 /5% 十 名 十 17 


— i 
[lal = li+r 2:+{—- 2) =3 
利用 点 到 直线 的 距离 公式 
dX 
i 
Bp 
5%7+ dd 名 -1= 人 0 
解 得 
“二 一 1 或 x= 志 
则 所 求 点 为 P10,0, -1) 和 了 , (0,0, 己 ). 
65. 
解 ” C1) 出 汪 已 和 类 直线 方程 知 
一 > —> 
信 | 二 1， 一 16, 2}, 好? = A2, 1, 一 人 
一 一 > 一--- 一 -一 人 
MM,= OM, —_ OM,= {22, ~ 25, 5} 
oo > [16 2 2 1111 一 人 | 
。 ax 1 -3 -22，2 1 
= {30, 6, 33) 
一 I 一 -~ 
eaxa| = 3 vv 10+ 2:+11: -45 
一 ## ”一 了 一 
RY Naa :MMM= 30x22+ Bx (— 25 +33x5= 678 
一 
es 二 二 4 Mh Pe C75 二 15 
axa) 


朗 二 直线 间 的 此 离 为 4 = 15. 
《2 ) 解法 一 将 二 直线 方程 化 为 标准 式 


$91 


和 
1 一 二 1 一 二 3 
则 
— 
好 | 二 {1， 0. 一 1 本 和 { 一 ， 一 3 
一 一 -3 一 -人 
MM.=OM,— OM ={-°,.°,0} 
> 3 0—-1| -1 1! 1 0| 
XH) ~ 一 ， 一 3 1 1-4 
= 一 4 2, 4} 
从 而 
PE: 
er 
a dM M,= (a x a2) MM= ~ 4x (~ 2) + 2xX2—4x0=12 
出 
a MM 
Ra + _ 12 
4 一 -一 一 = 人 = 
ix 4, | 


期 直线 间 的 虐 离 方 4 = 2. 
解法 二 ”因为 二 直线 阿 的 证 离 就 是 通过 一 直线 的 两 个 平行 
平面 rr* 间 的 距离 ( 赂 338》 ， 为 此 先 求 通过 二 直线 的 两 个 平 
行 平 面 ， 拱 已 知 二 直线 方程 下 为 平面 更 方 程 
《] +A (lta A=0 (C1) 
(1+ w+ (I-28)y 
tr ls+2+A=0 (2) 

若 1) 。、(2) 式 确 定 的 绊 错 平 

行 ， 虽 它们 洗 呵 量 的 隔 量 积 为 赶 ， 

BE 到 38 
《1+atktl 一 2 -Cl+A)=0 
(工人 十 和 一 15 三 
(Li 2 (0304-1=0 


整理 为 
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2340 一 .13 | 
oi0— 94+ 2 -=0 
248 -4+ 5M~2=0 | 
外 此 解 得 
2=—3, FH=] 
代入 (1) ,2) 式 中 并 把 它们 化 为 法 线 式 方 在 
2 


时 
一 -一 一 由 + 二 cs 一 = 站 
3 53. 本 


x ry -ol 
3 3 3 
出 于 上 述 盖 平行 平面 的 法 线 向 量 方 癌 相反 ， 且 到 党 标 原 总 的 距 
离 都 是 1 ， 则 二 平行 平面 间 的 距离 等 于 2 ， 所 以 二 直线 间 的 中 
离 等 于 2 ， 

66 . 

解 ” 因 为 二 平行 直线 间距 离 就 是 其 中 一 直线 上 任 一 版 到 为 
一 直线 的 距离 ， 所 以 可 利用 点 到 直线 的 距离 公式 来 求 。 而 点 
M0O0, 一 1,6》 和 点 (3 0 -2) 分 别 为 二 平行 直线 上 的 已 向 
成 ， 则 

MM = OM DM = {93.1, 8) 

因为 一 平行 直线 的 方向 向 旦 为 


好 = 2,1,3} 
所 以 有 
一 Le _ 
[a [= orl1:+t := 14 
> 1 37 | 3 2F12 1 
[zx 好 有 = 1 3 | +|3 1 
= {~ 11) +25+(— 1)2 
= 747 
刚 由 点 到 直线 的 距离 公式 得 
4 | a x MM, | a 了 741 4 
a wl4 VY 11 


了 93 


好 二 平行 直线 间 的 距离 为 4= W/ 2 一、 


G7. 
解 ” 设 直线 方程 为 
区 一 必 YY-2 _ 一 2 


下 = 一 一 


A 
因为 所 求 直 线 人 平行 于 已 知 平面 ， 所 以 直线 的 方 癌 向 量 与 平面 的 


法 中 量 迟 让， 有 即 肿 
9 二 C1) 


因为 0x 轴 上 的 方向 向 量 为 六 = {1, 0, 0}， 则 由 二 直线 的 距 
离 公 式 ， 得 
2 2 9 
二 并 
d=- | | 10 =:? 
‘0D oF 1101 TD 
Y | zn | 十 | i +| {wm | 
整理 得 
WW 二 从 {2 


由 (7),{2) 式 解 得 
六 了 
或 
fimin=1:— 2:0 
于 是 ， 所 求 直线 方程 为 
2 2  % 一 2 和 其 一 六 由 一 六 各 一 甩 


一 


i 0 2 


68. 
解 ” 依 题 意 知 ， 所 求 平面 的 法 向 量 与 二 已 知 直 线 的 方 问 向 


yy _ 
量 siy 9a 垂 袁 ， 向 
-> 一 
41= (2, ~ 1, 2), Ga = {0, 1,—1} 
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则 


一 4 一 1,2,2) 
叉 因 第 一 条 直线 上 的 已 知 点 齐 (0,0; 1) 在 所 求 平面 上 ， 风 其 于 
面 方 程 为 
— 1x*—0)+2ty -0 +2(%—1)=0 
Bp 
x 2257+ 2=0, 
69, 
解 ” 先 求 平面 x 与 直线 的 交点 ， 由 方程 组 
y+ 名 + = 人 0 
二 + 名 1=0 
x 2y= 人 0D 
求 得 平面 与 直线 的 交点 坐标 为 
闻 (0,0, 一 1), 价 已 知 直线 的 方 
问 问 量 为 


zf 1 91lo 1h 国 39 
‘ll2 0)0 1,11 2| 
= 4—2,1,—1} 


过 点 间作 已 短 直线 的 牌 面 方程 (图 39) 
-20x-0)+0 一 的- (s+1)= 

Bp 
2x 一 ”+ 包 十 1 = 用 

因为 所 求 直 钱 既 在 已 知 平面 上 ， 又 垂直 于 已 知 直 线 ， 所 以 求 得 

的 牌 面 方程 与 已 知 平面 方程 联 立 ， 就 是 所 求 的 直线 方程 。 即 
| x+7y+s+lL= 

| 2 一 十 名 二 三 间 。 

ro. 

解 ” 将 直线 方程 化 为 参数 式 


X=i, P=, %=#+1 
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内 为 已 若 直 线 上 他 一 点 于 [x;y s 关于 Oxy 滞 标 面 的 对 称 点 
为 于 一 抒 以 对 称 百 线 上 点 的 化 标 满足 


w=t, yt, = -t+1» 


好 对 称 有 直线 方 各 为 


i 


由 对 称 性 知 , -对称 点 线 的 交点 必 在 它们 的 对 移 平 面 上 (图 40)， 


立 


行 求 它们 的 实 点 ， 可 念 


各 二 由 
则 有 
04r+rl 
1 1 -1 
即 
名 = 一 图 好 
于 是 二 对 称 直 线 的 交 丰 为 (1, 一 1 0)， 
1. 


解法 一 ”说 首 线 方程 为 
+ 7-2, 2%-4 
地 池 并 
因为 直线 的 方向 加 其 和 平面 的 法 向 量 垂 直 , 所 以 有 
3 -一 4 雪 十 四 二 站 {1) 
又 因 所 求 直 线 和 已 知 立 线 相 交 ， 则 由 共 面 条 性 得 


-2 1 -4 
1 |-。 
i HH 儿 
6 一 8m— 57=0 (2) 
由 (1》， (2 ) 式 解 得 
lm = 4d4:3:0 


于 是 所 求 直 线 方程 为 


396 


印 


上 一 < 加 各 一 


J } 0 


解法 二 过 点 间作 已 知 平 面 的 平行 平面 
3tx+ 1 dd-2)+ (~ 4)=0 


即 
3%— dy+%+t+?=0 (<) 
将 已 知 直 线 方程 化 为 参数 式 


x=31—3, y=1r3, %= 2 
代入 {#*) 式 中 ， 解 得 
t=2 
将 上 人 萌 代 入 直线 的 参数 方程 中 ， 得 变 点 党 标 为 


区 一 好 站 二 尺 ， 蕊 二 才 


自 两 点 式 方程 得 
十 】 一 有 2 一 4 
3 
?2, 


解 ” 已 知 二 直线 上 的 两 点 为 Mi(1, -1 2 和 At0,1, 一 2)， 
则 
yy 一 -3 一 -3 
Mi OM OM -132 全 
因为 所 求 平面 通过 一 平行 直线， 所 以 平面 的 法 向 量 * 必 乘 直 于 
直线 的 方向 向 景 2 及 困 , 训 ， 于 是 可取 


= 492, 1,0} 
则 所 求 平 面 方 程 为 
2tx 1+l(y+1)+O0(%— 2)=0 
邹 
2XK 二 + 一 上 = 
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解 将 “已 知 站 钱 化 为 标准 方程 


立 - 
1 3 2 
, ~ 一 一 一 区 一 | U_ 
和 1 id 5 


3 0 6 
1 3 | 
I 


将 上 述 二 行列 式 民 并 后 ， 整 理 为 
ox#— 18:=0 
94 + dm 一 1367 = 站 } 
由 此 解 得 
fmi#= 10:9 
因此 ， 记 求 直 线 方程 为 


二 3 Po 各 十 信 
1 2 2 
1 . 
解 ” 移 求 二 已 知 直线 污 于 面 的 诡 氮 ， 由 方程 组 
只 二 和 十 多 二 
x*+y—1=0 
x 一 十 名 十 1] 二 从 


解 得 第 一 条 直线 与 平面 的 交点 坐标 为 好 (地 , 二, 汪 ,由 方程 组 
二 六 二 名 二 从 
es 
X44—T+1=0 
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解 得 第 二 条 目 线 与 平面 的 交点 坐标 为 Wi(0，- 了， 垃 ) ,出 十 所 


求 贞 线 通过 点 好， 和 M,, 则 向量 加, 大， 与 所 求 直 线 的 方向 奖 量 
4 共 线 (图 虹 ) ， 而 
站 
MM, = * 一 【i 二 ~ 一 ba 
OM; - OM { ], 1, 3 } 


一 
则 坷 也 a =2MM,=1-1,.— 2,3} 


于 十 所 求 直 线 上 让 程 为 
x+ “了 
-1 -2 3 


解 ” 由 方程 组 


二 + 二 


2 


了 二 总 
x*—-1= 一 上 一 二) 
解 得 二 直线 的 冯 点 华 标 为 半 必 1, 1, 1 (图 42) 
Tv 


| 2 = 


lt (C1)i+t2: = 


7 (2 1 
= 1 一 — 一 一 - 
v6 v6 vb 


从 和 而 用 平分 线 于 的 方向 向 量 分 别 与 52 Ta: 生 一 2 基线 ,而 


-2 了 3 1 ) | 
A ,0,1 
4” BB vB ob "0 1 
一 | 2 1 i ] 
A 12, 一 1 
| A 日 ww 6 了 言 业 | 


于 十 -直线 的 角 平 分 线 方程 为 


< 

1 Q 

x 一 1 -3 -~ 
利 | 一 | 而 


了 6 ， 
解 ” 依 题 意 知 ， 所 求 
二 线 古 分 别 通 过 pp 与 pp; 有 昌 
同时 六 行 寺 卢 , 的 两 个 平 而 
的 交 线 (图 43?， 内 而 ， 上 只 
要 求 出 满足 此 条 件 的 两 个 
平面 方程 即 森 。 将 直线 方 
程 分 别 化 为 平面 束 方程 
4x + day — {1+A)%—6+23A=0 ( 工 ， 
+aHy— 1+t/iiis—4rAaA=0 {2 ) 
在 方 程 (1》 和 (2) 确定 的 平面 与 直线 bp， 平行， 则 有 
4Xx4Tf1Xx344+1Xx( 一 1 一 4 = 六 
4 x+Tx3PFrixft 一 1 一 PP 
由 此 可 得 


A= 一 是。 HA= -2 
< 


将 4 与 产值 分 别 代 入 (T 与 2) 式 后 ， 则 得 所 求 的 直线 方程 长 
fx 一 人 1 5 一 2 0 
2%— y+ il1=0, 
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第 四 章 ”二 次 曲面 习题 解答 


1， ， 
解 ” 特 点 1 的 化 标 代入 方程 
rt- et 1rd4x1- x(t-2 -10xt—1)-365=0 
因 汶 点 有 4 的 坐标 满足 山 面 方程 ， 所 以 点 万 在 曲面 上 . 
将 吕 关 的 党 标 代 入 方程 
CB COA -8x "0x2—36= 0 
蕊 上 的 苇 标 也 满 足 有 曲面 方程 ， 所 以 点 了 也 在 曲面 上 ， 
将 点 巳 的 学 标 代 入 方程 
3 十 10XTf 一 2 一 1 
扯 于 点 哉 的 举 标 丰满 号 方程 ， 因 此 纪 忆 不 芷 曲面 上 ， 
2 . 
解 ” 设 球面 方程 为 
Co 
代入 已 基点 的 学 际 ， 得 
(3 w+ 0 
C—O tt 一生 = (1) 
C—O | 
又 因 球 心 在 已 知 平 碘 上 ， 所 以 ， 球 心 介 标 满 是 平面 方程 ， 即 
x 二 C2} 
将 (1) ， (32) 式 联 羡 ， 解 得 
二 1 
玉 是 球 曙 方程 为 
(x 1 Cy t= 49, 
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3 
解 ” 设 球面 方程 为 
{x 
由 于 球面 与 三 坐标 面相 切 ， 则 球面 上 的 点 都 在 某 一 圭 限 入， 从 
而 球 心 坐 标的 符号 与 球面 上 已 知 点 在 的 符号 相同 ， 即 有 有 
0 
但 因 球 面 与 三 个 坐标 面相 切 、 则 球 心 到 上 坐标 面 的 距离 都 等 村 音 
径 r， 即 球 心 坐 标 满足 条 件 
Xo = = = rr 0) 
将 已 知 点 并 的 芭 标 和 上 述 条 件 代 入 所 设 球 面 方程 中 ， 香 
{T+ CO ryt+tr) :=r 
如 
Dr 16r+t30=0 
解 得 
六 一 3 或 了 =5 
于 是 ， 所 求 球面 方程 为 
CX 3) tr (13+ (s+3) =9 
和 (Cx) 6) +t + 5) 25。 
明 ， 
解 设 点 Wo Js 为 球 心 ， 因 为 4，8 两 点 在 球面 
上 上 上， 所 以 它们 到 球 心 的 瑟 离 相等 ， 即 
VT +t (5 一 为 )2 二 【一 8 一 2 


一 ww 一 


整理 得 
dxo+ 56% — 3 — 13=0 C1) 
又 办 球 心 在 已 知 直线 上 ， 所 以 球 心 坐 标 满足 直线 方程 ， 即 
人 2 
xs t+ 28, 一 4d4=D ‘3) 


由 (1) ， (2) ， {3) 式 解 得 
x 二 一 1 


02 


r=| AM, |= (0+ (0 -0+ (3+1): = 14 
则 所 求 球面 方程 为 
xz 二 (一 2)2 二 (5 上 2= 工 (。 
D 
证 设 点 Pr，?， 2%) 为 通过 点 Mi 的 任 一 条 切线 上 的 尾 
意 一 点 (图 44) ， 由 球面 上 切线 的 性 质 知 ， 向 量 


OM | MP (1) 
而 一 一 一 
OM = Xp Fn oo} 
MP = {XN Jo 一 
出 


3 
OM, MP = xo {x ~ Xx) + + 
= wo 
由 条 件 1》， 笠 
No 《2 
又 因 点 齐 , 在 球面 上 ， 所 以 
we 
从 而 (3 ) 式 为 
Mr 二 一 
由 于 感 了 的 任意 性 ， 则 过 后 草 。 的 
切面 方程 为 
二 
图 3 6, 
解 ” 将 球面 方程 整理 为 
Cx + = 19 
由 上 上 题 结论 知 ， 过 点 翰 , 的 切面 方程 为 
(x — 3) Cre — 3) + Fy + (4 2) ti + 2) = 49 
代入 点 半 ， 的 坐标 ， 得 
(x3) 1 3)+67+ (+ 2) (— 0+2) = dy 
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即 通 过 点 章 , 的 切 平面 方程 为 
?一 By 二 3 十 49 三 必 。 
『 
解 《1) 依 题 意 行 
二 
将 两 疝 平 方 并 整理 得 
x 十 十 总 二 们 ， 
(2 ) 川 为 点 型 到 0x 轴 和 07 轴 的 距离 为 


df - ww 与 dt 


依 题 全 得 
二 
EF 
xa 0, 
‘3 ) 依 题 意 得 
Ee 


1 om 一 4 
Ye 


将 两 端 平方 并 整理 为 
a + ta ~ 1 =0, 
C1》 点 诈 到 谷 标 原点 的 距离 为 
d= K+ + 
点 莉 到 平面 的 距离 为 


4, = .2-41. 二 网 一 | 


0+ OT+l 


依 题 意 得 
wir y+ = | -dl 
将 两 端 平方 并 匡 理 得 
和 二 
8 ， 
解 ” 若 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 风 方程 〔T 工 ) 吉 示 母线 平行 
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01 


于 0x 轴 的 贺 柱 而 .方程 (2 〉 才 示 和 母线 平行 于 0x 轴 的 抛 
物 柱 面 。 方 程 {3 ) 表示 母线 平行 于 0zs 轴 的 双 曲 杜 面 。 方 
程 〈4) 表示 与 0% 轴 重 合 的 一 条 直线 ， 方 程 (5 》 表示 与 
Ox 轴 重 合 的 一 条 直线 和 与 0x 轴 平 行 的 一 个 平面 。 
9. 
解 ” 设 顶点 变 标 为 C(x，y, 5)， 出 等 巍 三 角形 的 性 闫 得 
| AC| = 1BCI| 


VE DO 
= ot D+ so 
将 两 端 平 方 并 整理 得 
3x 十 3Yy 直 2 一 7 二 下 
10, 
解 ” (1 内 为 是 两 个 平面 方程 ， 所 以 它 确 定 一 条 空间 直 
线 ， 
《2 将 方程 z=0 代入 方程 
ue i 
得 
% 十 六 二 
此 方程 确定 Oxy 平面 上 的 一 个 半 符 等 于 3 的 图 。 
(3 ) 将 方程 ?=0 代入 方程 


x + 4% := 36 


得 
w+ = 36 
印 
Pe 
0 


此 方程 确定 Oxzx 平面 上 以 长 半 轴 等 于 6 ， 短 半 轴 等 于 3 的 一 
个 玉 秽 , 


#05 


(4) 将 方程 x 一}=0 代入 方程 


x + y=18 
得 

2y=18 
pp 

== 土 3 


从 而 有 x -yz=: 圭 3， 由 于 对 任意 的 xs， > 与 ”的 稍 均 不 变 ， 
所 以 (4) 式 确定 两 条 平行 于 0z 轴 且 分 别 过 后 (3，3， 
0) 和 (一 3, 3,0) 的 直线 ， 


11. 
解 1》 由 第 三 个 方程 
% = — (27+ 1) 
解 得 
-之 + 
2 
从 而 


Hp 
wd 二 二 作 
绸 由 第 … 式 和 第 二 上 得 
二 
于 是 ， 曲 线 方 程 (+) Ne 


(2) 2 = (dcost)’ 
z= (daint)’ 


二 2 


se += 16(cost+ snty =16 
所 
dx 一 二 XI 一 3XYdSiRt = 3% 
[dw 3%= 人 0 
则 曲线 方程 (2) 为 1 。 ,， 
J +%* 二 16, 


EL 


(3) “cost 
i 
-Si 
和 和 2 
一 + = COSt + sint =1 
w= 
-一 二 一 二 1] 
a 由 
44) 由 二 fs 得 
f=. 
2 
于 是 
-oo9% -各 
y= 2 a 5 
x 三 1+ |! ? 
Y1-() 
将 以 上 二 式 整 理 得 
“+ — 2y= 人 0 
4x 一 9% 十 名 -三 从 
% 一 了 = 


则 曲线 方程 “4》 为 { 


32 ， 
解 1) 因为 第 一 个 方程 确定 0xy 平面 土 的 一 个 圆 ， 
出 可 邻 


x 


x = COSF, y= Sind 
将 ?代入 第 二 个 方程 中 ， 解 出 <s， 得 
名 二 二 COSH 
于 是 方程 1) 的 参数 方程 为 
x = C00 
y= sing 
= 十 COS 
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(3 ) 因为 第 一 个 方程 确定 0xy 平面 七 中 心 为 (5,0) 的 
一 个 加 ， 册 可 仿 
Y 5 (1 Hensdy, $= sin 
将 以 上 二 式 代 入 第 一 个 方程 ， 得 


( (1 — Sos) 


也 一 Ta 
了 于是， 方程 (2? ) 的 参数 方程 为 
和- -人 + COsdy 
y= ing 


机 
| 
名 一 Ne 一 上 DSS 从 | 


13， 
解 将 第 一 个 方程 乘 以 2 加 于 第 二 个 方程 ， 得 
5 六 二 52% — 20%= 人 0 
Bb 
二 和 一 
再 将 第 -个 方程 乘 以 ~ 2 加 于 第 一 个 方程 ， 得 
一 52 + 20x + 20%= 人 0 
Hn 
-A 
风骨 示 曲 线 的 两 个 柱 面 方程 为 
2 十 交 一 4 志 = 二 出 
> 一 x 一 4 多 二 二 ， 
14. 
解 ”将 平面 方程 x =2 代入 曲面 方程 ， 得 


产 工 2 

于 | 之 
+ 二 一 一 二 了 

EE 


io 12 


生计 名 


了 二 一 -  - 《 
3 (和 


因为 方程 (1) 是 0yx 平面 上 的 畏 贺 方程 ， 所 以 介面 与 平面 
的 区 线 古 一 个 李刚 ， 此 条 图 所 在 的 平面 为 x=2， 县 椭 加 的 丙 
个 半 轴 分 别 为 
b= 3, FF 二 4% 
在 方程 【1 ) 中 ， 苦 令 x=0， 则 得 
了 一 士 3 
车 令 ?= 0， 则 得 
完 二 土 \. 3 
出 寺 项 点 在 平面 x = 上 ， 于 是 椭圆 的 四 个 顶点 坐标 分 别 为 
(2, 3,0), (2, -3,0) (20 5) 和 (2,0, -vw 3}, 
15, 
解 ” 因 为 曲线 在 0xy 奉 标 面 上 的 投影 就 是 通过 但 线 有 旦 季 
了 十 于 Oxy 坐标 面 和 的 侍 面 与 Ox 伐 标 面 的 交 线 ， 所 以， 只 要 
从 兢 定 则 线 的 两 个 曲面 方程 中 消去 含有 的 项 ， 则 可 得 到 垂直 
于 xy 尝 标 而 的 柱 面 方程 
= 
于 是 得 到 在 0xy 坐标 面 .的 投影 他 线 为 


当 一 局 
= 

1 ， 

解 将 x=3 代入 间 线 方程 ， 得 


f 1 二 


2 


~、 Fr 2 42=16 
解 此 方程 组 ， 求 得 
= 士 = 和 三 个 
山 所 求 点 噶 为 (3,2,6) 和 (3. 一 26 ， 
17. 
解 ” 设 阅 心 借 标 为 C(x。，2%，%,) ， 由 球面 的 性 质 知 ， 点 
“ 在 通过 球 心 吕 与 已 生平 面 丐 直 的 直线 上 ! 图 45) ， 而 此 直线 
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Ed 

1 1 2 
或 

w=i, y=1, w= 2 《二 
叉 因 圆心 C 在 已 知 平 曾 上 ， 所 以 坐标 满足 平面 方程 

并 十 和 十 3 一 工 三 用 (2) 


由 (1) ， 《2 ) 起 解 得 
0 一 二 ， .0 二 ， zi = 二 
6 6 3 
、 1 1 1 
即 圆心 尝 标 为 C( ,二 ,村 
为 求 半 径 >， 先 在 圆 上 取 一 后 
P(L，0，0)， 注 意 点 卫 即 在 球面 上 
双 在 平面 上 ， 


出 
ICP| =r 
而 
cpl= VG- Lr(0- i) (0-14) = 
于 是 ， 所 求 园 心 为 C( 厂 ， 碑 ， 地 )， 半 径 ? V30 


18 
证 ”将 曲线 方程 代入 曲面 方程 中 
SCI3sint) :~ 3(dsint}’ ~ 3c08s1) :+ 3 
= ABSin:t — A881N Tt ~ SCOS/+3 
= — (sin + COSH} + 3 
二 作 
由 于 对 任意 的 实数 六 上 式 都 成 立 ， 即 曲线 上 和 任 一 点 的 党 
标 都 满足 曲面 方程 ， 所 以 整 条 曲线 部 在 曲面 上 ， 
19. 


410 


解 (上 1) 网 为 方程 中 关于 流动 付 标 》 与 的 系数 相 


问 ， 所 以 是 旋转 曲面 。 些 曲面 是 由 曲线 | 


| 


| 1 
| _ 绕 0x 轴 旋 转生 成 的 ， 
(2 ) 因为 方程 中 关于 流动 坐 称 x 与 的 系数 相同 ， 


xz 了 | 
所 凡是 旋转 曲面 ， 此 则 面 是 由 曲线 4 或 4 
多 二 作 区 二 少 


绕 0y 辅 诈 转 生成 的 ， 
(3 ) 因为 方程 中 任意 两 个 流动 坐标 的 系数 均 不 相同 ， 所 
以 不 是 旋转 曲面 ， 
(41) 因为 方程 中 关于 流动 信 标 六 与 立 的 系数 相同 ,所 
以 是 旋转 划 面 ， 此 曲面 是 由 曲线 “或” 5 线 
Ox 轴 旋 转生 成 的 ， 
(5 》 因为 方程 中 三 个 流动 坐标 的 系数 都 相同 ， 且 流动 坐 
标 都 是 二 次 的 ， 所 以 是 旋转 曲面 。 此 曲面 是 由 任意 坐标 面 上 的 
图 〈 圆 心 在 坐标 原点 ， 半 径 为 1) ， 绕 其 华 标 面 上 的 一 坐标 轴 
旋转 生成 的 ， 
(6 ) 因为 方程 中 任意 两 个 流动 坐标 的 系数 均 不 相同 ， 所 
以 不 是 旋转 曲面. 
20, 
解 (1) 因为 母线 绕 Ox 辆 旋转 ， 所 以 
x=X, 19| = wyY2r Zi 
将 上 式 代入 方程 
dx — 07 = 36 
则 得 旋转 曲面 方程 
4 97: — 090:= 36, 
(2 ) 因为 母线 绕 0y 轴 旋 转 ， 所 以 
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了 一 和， (w 
男 ~- 方 面 ， 申 母线 方程 得 


则 


由 (* ) 式 知 ， 旋 转 曲 面 方 码 为 


六 二 一] 
(3) 因为 母线 绕 0% 轨 旋 转 ， 所 以 
名 二 了 人 | = + 
将 上 式 代 入 方程 
闻名 一 总 
岂 得 旋转 曲面 方 各 
(tN YZ=8 
即 
《人 了 二 
《4 ) 因为 母线 绕 0x 轴 旋 转 . 其 以 
和 二 git 
将 上 式 代 入 廊 和 枉 
名 二 二 名 这 
则 得 旋转 曲面 方程 
+ Y:+2:=tgX 
或 
YY 十 
21. 
证 设 wx，;，% 为 动 点 坐标 ， 依 题 意 建 并 等 式 
ww 2 十 氏 二 3 一 DA 
整理 得 


2 B= 
由 于 上 上面 方 程 中 的 x: 与 六 的 系数 相同 ;因此 是 一 旋转 项 面 ， 
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中 支点 轨迹 是 -- 坎 转 有 曲面 ， 

32, 

证 设 点 PDP,、D, 的 坐标 为 (0, 0. 分 与 (0，0， 一 六 ， 
依 题 意 建立 等 式 


EE ee oe oe 


KIT EI w+ = 0a 


或 


ii (x + pi) Lo + {w+ 2a 
从 而 上 式 本 写 为 
Fx: ~ y,%) = 
所 以 满足 题 设 条 件 的 动 点 轨迹 是 一 坎 转 上 师 面 ， 
23, 
证 ” 依 题 意 建 并 等 式 


r+ (0: = 二 Ix—4d| 
整理 得 

Ne 

4 2 李 


因为 上 式 确定 : 精 圆 面 ， 且 六 与 ** 的 系数 相同 ， 所 以 动 点 
的 胃 迹 是 一 旋转 精 加 而, 
24. 
解 ”因为 平面 x -27=0 只 含有 Ox 轴 ， 所 以 只 能 绕 Ox 
轴 旗 转 ， 从 而 有 
二 Nt -N+ 
由 曲线 方程 各， 
x = (1) 
则 
vB NIT 


Ee 


1 (2 (2 ) 
将 (1) ， (2) 式 及 z=Z 代入 方 和 在 


十 汪 一 站 


中 ， 并 束 理 得 
25 ， 
解 ” 设 伸缩 变换 公式 为 
x 二 4 六 
y=8Y 
v= 
代入 原 方程 ， 得 
< 
Bd 265 16 
与 变换 后 的 方程 比较 得 


Bp 


Ee | 
| 
| 十 
心 | to 
me | 
全 
| 十 


1 -4 
二 TT 
| 


各 由 定义 知 ， 和 伸缩 变换 系数 大 于 零 ， 于 是 所 求 伸缩 变换 公式 为 


4 
Wi| 
x 3 | 
5 
一 二 和 
J 1 
4 。 
:= 一 
“3 


20. 
解 ” 因 为 母线 绕 Ox 轴 旋 转 ， 所 以 


1d 


w= [| sw 9 十 总 
将 上 式 代 入 方程 
Cx 一 2 十 六 二 日 
中 ， 得 
《一 人 二 二 Ce 
即 
人 
9 ”9 可 
代入 伸缩 变换 公式 得 
7 - 
(83°72) 
9 0 
整理 得 
(K-33) YY 2 
Bit 
4 16 


解 ” 将 平面 方程 “= 上 代入 椭 凤 面 方 程 


整理 上 后。 得 到 一 给 相似 桶 图 
(2 4- 入 (Sv 4 下 i ) (1 


~ 


其 中 4 为 相 亿 椭 图 的 参数 (2 孝 42， 当 | =2 对 , x*=0， 
y= 站 9, 则 


从 而 


-YI (4 — A7) 
因为 对 尾音 的 #5 了 3 万?)， 1) 式 所 确定 的 椭 图 长 钠 
均 在 Oxx 坐标 面 上 ， 记 以 相似 帆 回 的 焦点 举 标 为 


x = VT (4— hr) ,y=0, 和 = 户 
即 焦点 坐标 满 趾 注 程 


28. 
解 ” 设 平面 方程 尖 
二 下 中 《1) 
代入 椭圆 而 方程 并 整理 得 


之 到 
st pl (2) 
了 

下 为 由 (1) ， (2 式 确 定 的 如 通过 0x 轴 ， 所 以 面 的 半径 
等 于 4a， 且 圆心 在 坐标 原点 . 

在 加 上 和 任 取 一 点 M, (Xo ps 
%,) ; 刚 有 

x+ =4 (3) 
为 六 算 简单 起 见 ， 不 妨 令 XX, 守则， 
则 由 (4 ， {2) 式 得 


Be 
二 碟 和 0 = V3 se ( 俩 号 但 去 ) 


电工 


代入 (3》 式 中 ， 得 


f Erb:e? | A _ 
VY ETD Rt 
由 此 解 得 
二 = 让 fe 


ee oe ee me 


证 ” 依 题 意 ， 通 过 坐标 原点 的 射线 方程 为 
w= Y= NA = vt 
设 射 线 与 曲面 的 交 操 为 (xo， 训 ，%o)， 则 
pi x + LL 和 
= 【有 【十 人 2 
， CA tt 
但 因 
下 十 闫 十 由 三 于 
所 以 
La 
由 于 点 了 Gx0，)0o，%0o) 在 椭圆 面 二 ， 从 而 有 


+ 1 忆 2 
Xn Wi 十 nh 


a 
Bn 
(AL): {nt fb 
1 
册 求 得 
f = 一 一 站 
和 A pp? SE 
_ A 
好 s: PE 
或 


《让 
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fH 
;+ 
i A be 
出 (*) 式 .得 
全 : + 
一 
+ a pp: 8 
3 人 0. 
证 设 Qj pi =l 2 3) 分 别 为 射线 与 三 坐标 轴 
的 夹 角 ， 则 
一 -一 ? 
DP = 《ziCOSCi， Ficosp, ricosy,) 
一 ， 说 
OW -TriCOsaG riCOsH,, +,COST,) 
一 一 > 
DR :PCDOSa Cosp, rcosr,)} 
因为 点 了 、H、R 在 椭 周 面 上 ， 所 雇 
cos + cosh, 本 "1 CoS 7， -1 
a 人 
LYCOS os， rocosp, | raecosT, _1 
a? pb: 村 
oso , os J. 7 C05, -1 
a 上 
GE 
1 cosg, | cos 站 CDS27 
rr i pp: pe 
1 _ cosia, Cos 有 ， cos’?, 
六 全 a 六 
1 cos'ay cosf, , cos™, 
二 十 一 一 一 十 一 
六 a 5 
等 式 两 端 分 别 相 加 ， 得 
1 + 1 十 = 1 (Cosia, + costa + coszay) 
六 | j 和 。 i 
+ COST Cos + cosip,) 
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十 (cos 十 CGOS -+ COST,) Cw*) 


由 题 设 ， 所 条 射线 两 两 垂直 ， 因 而 它们 可 看 做 新 的 坐标 系 
三 个 轴 前 方向 ， 于 是 4 4.、Q， 是 0x 轴 与 三 个 新 坐标 轴 的 
夹 角 ，B、P,， 启 ，7,、7,、7, 分 别 是 Oy 绸 与 0%* 轴 各 三 个 新 
坐标 轴 有 的 夹 角 ， 由 方向 余弦 性 质 ， 得 
COSa 二 CDS ay 上 COS22 = 1 
CO + COSP,: COS, = 1 
CS 二 COST 二 CDS 的 二 于 


将 世上 三 等 式 代 入 等 式 (*) 中 .得 


1 1 1 1] 1 1 
rir a 
41 
证 ，… 一 -= cosep cosh 
ep 
= COsPp Sine 
-= sing 
。 多 ~ ne? sz 月 下 3p8 1 ain: 
二 曲 a ™ a SC SS 信人 si 十 $1 要 
= COP (cosd + sind) + 3inap 
= COSP+ Sn 
到 ! 
or 到 ee 1 
tl 
所 以 原 参 数 方程 确定 的 曲 茄 是 椭 图 而 ， 
32， 


解 ” 设 平行 于 Ox% 誉 标 面 的 平 而 方程 为 
419 


全 一直 
代入 单 叶 双 则 面 方 程 ， 得 


me a 


419 4 
或 
1 1 
1 tw 一 名 ) 二 1 6 C1) 
各 令 
A 
1 = 2) 


则 方程 《1 在 平面 ?> 上 确定 一 对 相交 直线 


x 一 = 二 二 名 


内 (2) 式 解 得 
六 一 士 3 
于 是 ， 平 行 于 0x% 坐标 面 的 平面 方程 为 
= 二 3， 
设 平行 于 Oy% 举 标 面 的 平面 方程 为 
x 二 中 
代入 间 时 双 曲 面 方程 ， 得 
E: 7 
T+ 1- 1 
或 
本 二 1 让 了 
若 令 
点 
1 一 元 二 4) 


则 方程 (3) 在 平面 "= 点 上 确定 一 对 相交 直线 
和 3 
re 0 或 1! 士 可 过 
由 ‘4) 式 解 得 


上 一 土 间 


Pt 


于 是 ， 竺 行 于 0 坐标 面 的 平面 方程 为 
一 二 2 
Es 
解 ” 将 站 面 方 程 代入 曲面 方程 ， 得 


(1 — mz + w=1 


(了 
人 -1 
1 (1) 
和 四 
wy"— 1 {me 1 
因 汶 《1) 蕊 为 平面 


如 十 订 和 一 二 站 


上 的 了 击 线 ， 若 此 出 线 是 情 图 ， 则 必 有 有 


车 曲线 是 双 曲 线 ， 则 必 有 
mi 
于 是 解 得 
jm| 1 m0 
因此 ， 当 平面 与 则 面 的 交 线 是 椭圆 时 ， 数 的 取信 范围 
为 | 关 ] 污 1， 当 交 线 是 双 有 曲线 时 , 数 坟 的 取 值 范围 为 1m| <1， 
目 m 夺 0， 


0 


34， 
解 将 ?= 站 代入 单 叶 双 曲 容 方程 由 ， 得 

Li a - 

tl 
分 三 种 情 闹 讨论 ， 


一 、 当 1 4] < 时 ， 《1) 式 为 


| 


A » 
或 
et 2 
1 (2) 
jr (bi 一 由 Fn (6: 一 A 


因为 对 任意 竟 上 | 下 所有， 方程 (2 ) 都 确定 ?= 六 平面 上 网 
双 曲 钱 ， 此 双 曲 钱 的 顶 乒 在 Oxy 坐标 面 上 的 平行 于 0%x 轴 的 
直线 上 ， 其 坐标 为 

x = 二 一 A yA 0 


由 此 可 得 
x a 
a 
于 是 当 ] 齐 <5 时 ， 六 曲线 项 点 的 轨迹 是 一 权 回 ， 其 方程 为 
一， + 3 一 =1 《QA) 
二 全 。 
二 、 当 | 有 | 2 时 ， (1》 式 为 
= 2 
1 -1 《3 ) 


-2 Ch — ey 一 ( 忆 - pi) 


因为 (3) 式 人 确定 7= 4 平面 上 ， 实 轴 在 07x 举 标 面 ， 且 平 
行 于 0x 轴 的 双 曲 线 ， 从 而 方程 《3 所 确定 的 双 曲 线 的 顶点 


坐标 沪 


于 是 当 1#| ;25 时 ， 截 得 双 暴 钱 顶 点 的 轨迹 是 一 双 有 曲线 , 其 方 


上 22 


程 为 
如 人 全 站 


三 、 当 1#|=8 时 ， (1) 式 
| 确定 两 对 宰 交 直线 ,它们 的 顶点 
( 即 交 点 》 举 标 为 (0， 咏 的 和 
(0, 一 上 0)。 这 两 点 就 是 情 回 ( * ) 
和 双 山 线 (* *) 的 交 上 成 {图 47) ， 

由 以 上 三 种 情况 可 类 ， 截 得 双 
曲线 的 观点 的 轨迹 是 Ox 》 坐标 面 
土 的 一 个 戎 圆 和 0 .7% 举 标 面 上 的 

图 47 一 杂 双 曲线 ， 

35, 

解 ” 设 点 革 (X，Y，2Z) 为 动 直 线 上 上 的 点 ， 上 从， 站 为 
动 直 线 的 方 问 同 量 ， 则 其 方程 为 

xX-Y 一 


rr—™ 


{ 扩 
由 于 动 直线 在 三 已 知 百 线 上 滑动 ， 固 面 尘 足 共 面 条 件 ， 即 有 
XY-1 Zz XAX—2 YY 2, 
2 0 -1|=0, 0 1 1|=0, 
1 乓 有 ' ff mn 
和 和 
XY+i 2 
2 0 1 1}=0 
i 认 六 


将 以 上 三 个 行列 式 展开 后 并 整理 得 
i(1—Y) +m(X+22)+ ?2 一 2Yy=0 
i 2) 十 更 人 一次) + 0) =0 (C+) 
iY +1) 十 外 (2Z -XI 十 1 一 2 一 2Y) = 站 0 | 


因为 ，， 7，2 是 动 直线 第 方向 癌 基 ， 岂 以 育 次 方程 组 
式 (*) 关 于 if， 此 ，# 应 有 非 零 解 ， 于 是 


IY X17 7?- 2Y 
Yrl 237A 一 2 一 2Y | 
展开 后 整理 为 
2 Br 二 nD 
Bp 
Yr 
二 
也 就 是 动 直线 的 轨 迹 是 单 叶 双 曲 商 。 
3 
解 ” 设 记 求 址 面 方程 为 
= 
代入 曲面 方程 ， 得 
Fir? J 1 
a -= 
El 
2 二 .2 
一 “1— 2 C1) 
车 
rR 0 《2 1) 


则 (1 式 确 定 平面 x= 8% 上 的 两 条 平行 直线 


1- 地 -0 或 7= + 


由 (2)} 式 得 


= + 


六 


于 是 所 求 平面 方程 为 


Ee 
党 二 圭一 -一 名， 
i 


二 2 


37 . 
解 将 各 点 学 标 代 入 方程 中 ， 得 
6C + 50 | 
A-20C D:D0 
A+-B+i8C+D=0 | 
由 此 解 得 


1 .7 一 
人 
B:C 和 各 1B 1 


于 是 ， 二 次 曲面 方程 为 


: 也 

和 

“J = 1, 
EE 


16 


3 | 
解 ” 设 所 求 下 线 方程 为 


Xb 


7 于 了 (1) 
将 直线 方程 化 为 参数 式 代 入 曲面 站 程 中 ， 得 
+6): (mt+2)° _ i+8) 1 
9 4 16 
或 整理 为 
fi mm A , 
(+) + (Sl+tm-n)t=0 (2) 
对 为 所 求 直 线 在 单 叶 双 曲 画 上 ， 所 以 对 任意 实数 7 部 应 满足 方 
程 (2 ， 从 而 有 
i 
FT 
Sirm-e=0 
由 以 上 二 式 解 得 


jimin= 23:0*4d 
利 
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人 


代入 C11 式 中 ， 得 


和 


导电 ， 
证 设 吉 点 为 村 tx，Y，%); 二 定点 的 汐 标 为 ,(0，60, 5) 
和 Cot0，0， 一 疏 ) 则 2345 (ec 这 0)。 依 旺 意 建立 等 式 
py 一作) 十 《一 站 )2 十 《和 二 人) 
-we 一 0 0+ (so) =24 
或 
tt Rie) daty wy + (so) 
将 两 珊 平 方 并 整理 得 


BA 十 入 十 (se) -a 


再 将 两 高 平方 并 整理 得 
2 二 一 
由 于 *>sa， 因 此 可 令 扩 = 让 -A ， 半 以 二 天 除 上 式 两 端 ， 得 
aE 加 Et 


从 而 ， 满 足 题 设 条 件 的 动 点 轨迹 是 一 双 叶 双 曲 面 ， 且 是 旋转 昌 
面 ， 
4 站， 
解 ” 设 点 型 (<， 了 ，2) 是 所 求 胃 迹 上 的 任 一 点 ， 则 过 此 
版 存在 一 抛物 线 ， 其 方程 为 
站 一 汪汪 — %0) Ci1) 
Y = y, ©2) 
其 中 xx yx 为 她 物 线 的 项 点 坐标 。 由 于 项 点 在 另 一 抛物 线 
上 上， 大 此 顶点 伐 标 满 下 其 方程 ， 即 
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站 (和 — 2)° = 9%, Co 
\ xo= 0 (4 ) 
将 (2) 、 《3) 、 C4) 式 中 的 x J 及 名 代入 《TI) 


x:=4| 2- 《| 
整理 后 ， 得 到 轨迹 方程 为 
Nit(Y —2):— 42 = 从 , 
41 ， 
解 ”由 挑 物 线 方 程 可 知 ， 对 称 轴 方 程 为 
rl1=0 
<“= 人 0 
于 是 有 
名 二 友 ， 13 一 EE 
代入 抛物 鲁 方 程 的 第 一 式 中 ， 得 到 旋转 抛物 区 方程 
XY 1) =: 27 
将 已 和 若 伸 缩 变 找 公 式 代 入 上 式 ， 得 
dX 1 = 2" 
42. 
解 ” 二 为 已 知 桥 图 挑 物 面 的 对 黎平 面 之 一 是 平面 ”= 0, 所 
以 圆心 在 平面 Y=0 上 《图 48》 ， 由 方程 组 


X* 十 区 = 2% 
x = 
了 二 总 
求 得 夯 土 两 点 对 (0，0，0) 和 晶 ， 
(去 ,0， 去 ), 即 直径 的 两 个 端点 .由 


于 圆心 C (xo， on zj) 是 直径 对, 型， 
的 中 点 ， 则 
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x = -_ 工 
2 3 
O00 
0 二 本 二 话 
1 
0 
从 而 大 的 学 径 为 


一 


r= MC +-0+ (二 -0 


{1) 


为 确定 系数 k， 在 加 上 再 取 一 点 Ms， 不 入 令 x = 下， 出 
由 方程 组 


We 
«| 
上 


求 得 点 六 ,的 举 标 为 (写生, 沁 )】 ( 注 意 ， 解 上 面 方程 级 可 得 
两 组 坐标 ， 因 只 需 一 组 ， 故 另 一 组 会 去 》 ， 由 于 


出 《tt) 、 《2) 式 得 


二 局 


RY 


1 "1 i v 
开 


解 得 
着 一 一 1 【下 = 全 去 ) 
再 代入 2) 式 ， 得 


=- -= 
43, 
解 ”在 阁 上 任 取 两 点 (lw 3，1)，A,(3，0，2) 代 
入 方程 
Ax: + By:=2% 
中 ， 得 到 方程 组 
AA+2B=2 


=1, B = 


于 是 所 求 方程 为 
?+ -2 
2 
44. 
解 ” 依 题 意 知 ， 热 物 线 平 行 移动 到 任意 售 置 的 方程 为 
TON ~ XR 0) 1) 
Y = 《二 
其 中 x,， yy% 是 抛物 线 的 顶点 些 标 ， 内 于 其 顶点 在 男 一 抛物 
线 上 ， 则 有 
全 一 4 《3 ) 
2 二 站 《4 1) 
将 (2)， (3)， (4) 式 代入 (1) 式 中 ， 得 
了 
及 一 2( 十 本 | 
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“ 
Xz 22 〈 双 旧 抛 晰 面 ) ， 


45., 
证 设 点 记 (x，y，%) 是 注 足 古 设 条 件 的 点 ， 利 用 点 到 直 
线 的 路 离 公 式 和 点 到 平面 的 距 丙 公式 ， 得 
ve 0 0 
ww 人 二 vA 


Bl 
Vv +x- py =|x tp| 
糙 理 得 
P= dpx { 站) 
由 于 方程 (*) 表示 苹 线 平行 于 Ox 轴 交 抛物 柱 面 ， 了 因而 
满足 题 设 条 件 欧 动 点 轨迹 是 一 抛物 柱 闸 ， 


46. 
解 将 直线 方程 分 别 化 为 标准 式 
* “tL 
1 0 0 
和 


著 设 球 心 华 标 为 C {XX，Y，Z )》， 则 围 点 到 直 银 的 距离 公示 得 


和 和 


| 0 0 oi 


v -Dt ev TrIDTR 


事理 得 
Xl:—- yo -47 
由 此 可 知 ， 动 点 轨迹 是 一 双 早 抛物 面 
47 . 


解 ” 将 已 知 直 线 化 为 参数 式 


x 二 必 ， 站 二 已。 和 一 让 


| 
Drm 


“=1, =, 入 
设 动 直 线 方 程 为 

X= Rtii, y=Y +mi, T= L+H 
因为 动 直 线 与 p 共 面 ， 所 以 
KX YY Z| 
| 拷 人 # 
0 0 1 
因为 动 直线 与 4 也 共 面 ， 所 以 
X-1Y 2 


= 作 


miY=0 (C1) 

2 ~#{X—1)=0 (2) 
又 因 动 直线 与 已 知 平 商 平 行 ， 则 

十 要 上 二 放 
由 于 :， 坑 ，# 为 动 直 线 的 方向 同 量 ， 则 方程 组 (1》，(2)， 
C3) 关于 1， 坟 、# 应 有 非 零 和 解 ， 从 面 


_Y XX 0 
Z 0 -XxX-1) |=0 
| 1 1 1 
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NI+HRZ+RY- XA-Y=0, 
8 
解 (1)》 内 为 准 线 是 0y> 坐标 面 上 的 扳 物 线 ， 和 母线 证 
行 于 Ox 轴 。 所 以 是 抛物 林 面 ， 其 方程 为 
Y:= 22, 
(2)》 将 =3 代入 六 各 


则 所 求 柱 而 方程 为 
站 :一 42°=0, 
(3) 将 w=2 代入 方程 


a 
一 - 十 二 一 一 二 1 
4 9 9 


Qx: + 4y = 20 
则 崭 求 鱼 面 方 称 为 
gx?7+ dr = 20. 
49， 
解 ” 设 过 点 而 (XX，Y，、，2) 的 母线 方程 为 
x 二 写 +f， 7 了 -Yt+i, w= 二 + 


代入 淮 线 方程 中 ， 得 


(K++ CY ii (+1)*=1 {1) 
(KI ++ (+=0 (2) 
由 《2 ) 式 得 


t= -XIY+2) 
本 入 《1) 式 ， 并 加 理 得 
YiiYi4 Zi HY XZ- YZ -0 
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50. 
解法 一” 先 求 往 面 的 准 线 方程 ， 因 为 柱 面 与 球面 切 于 一 
疼 ， 此 疼 所 在 的 平面 与 柱 面 母 线 生 外 、 昌 通过 球 心 ， 则 其 坟 程 
为 
(x -00 0+ (0)=0 
或 
和 十 部 二 心 
从 而 秆 面 的 次 线 方程 为 
rx 和 十 


如 二 


设 柱 面 上 过 点 (和 X， 了 ，z) 的 母线 方程 为 
二 入 十 T= =o+t 
代入 准 线 方程 中 ， 得 
人 C1) 
[A++ (2) 
由 {2 》 式 解 得 


1 
于 一 一 -一 【二 十 此 
了 ) 


代入 《1) 式 中 ， 整 理 得 
《站 一 了 TY 一 
解法 二 设 过 成 型 {人 六， 了 ， 乙 ) 的 母线 方程 为 
Xx 二 Y=Y, m+t 
代入 球面 方程 中 ， 得 
(Rt Yt +t):-1 


Dt oA sIFRILYI 2 1=0 
因为 母线 与 球面 相 切 ， 所 以 于 式 关 于 上 有 崔 一 和 解 ， 于 是 
《和 十 二 
整理 得 
A +A 2K2-2=0, 
51. 
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解 ” 没 点 于 (XX，Y，Z) 为 略 柱 面 上 任 一 点 ， 于 是 点 计 到 
轴线 的 距离 等 于 t+， 有 即 


|Y -2 Z 2 X11Y-21 
V 0 21” 2 + |i 


2it2s 1 + 1 0 |., 
ww 和 二 
特 上 式 整 理 得 
dA YA 0 + 42+ 4= 0, 
D2, 


解 设 过 点 半 (X，Y， 习 的 枉 线 方程 为 

x=R+i, Y=Y+t, gg=2+t 
代入 椭圆 面 方程 ， 得 

(A 十 二 PTiz 二 dYZATt)z- 1 
或 

et 
国 为 母线 与 和 形 图 面相 切 ， 所 以 上 式 关 于 上 有 堆 一 和 解 ， 从 而 有 

(+dY +r dd) OR + dr + d2* 1}=0 


整理 得 
28245P2+622 oNXY -~ 9X2 8YZ + 0 
853 ， 
解 ” 将 三 已 知 直 线 方程 伦 为 标准 式 
_* -71 _ %+1 
0 | 1 
A 
0 1 
及 


因为 三 直线 平行 ， 所 以 让 直线 p' 上 了 可 -一 点 M,C, 1, — 1) a] 
作 三 直线 的 垂 面 x 《图 49) ， 其 方程 为 
了 十 和 二 有 


3 


“2 
了 一 名 二 忆 | 
站 二 名 二 从 | 
求 得 垂 面 = 与 P,、p; 的 交点 誉 标 为 前 (0，- 11 (ww 2， 
D0. D0. 
说 平面 ?3=0 上 的 国 心 举 标 为 C(x，7》，%》, 如 


[CM = vir- Ot yy 


CM = C(x- Or+(y + +s 1) 


CM = vx 0 + sO) 
因为 在 簿 面 x 上， 三 点 昔 ， 刘 ， 及 堵 ; 确定 一 个 圆 ， 所 
以 ， 册 方程 纪 
{0+ (yo 1) (e+ 1): 
= (x Or yt 1 + (so 1) 
wR 0) yo 1) +t r 


= vv 


二 名 二 0) 
解 得 图 心 誉 标 为 C (9，09，8)}， 于 是 园 柱 面 的 轴线 方程 为 
人 部 
0 1 1 


而 半径 

=- ICM| = TE OO Or 0 = 
办 加 柱 面 上 人 往 意 点 谋 (， 了 了， Z) 匀 轴 线 的 虫 雇 玫 等 于 半径 
+， 所 以 出 点 到 直线 的 距 柄 公式 得 


TY FE 
:1 17 | 


ARYA 2 -=0, 


解 ” 设 锥 面 上 的 母线 万 程 为 
x 二 六 1， y= Yt, “= ot 
信和 大 淮 线 方程 中 ， 得 
(XE (YE): {1) 
(XE + YE) (2H):= 26 (2) 
由 {2) 式 减 (1) 式 得 
=- 交 
再 代入 (1) 式 中 并 蔓 理 得 
DN: oY =0, 
58 ， 
解法 一 ”对 求 锥 面 的 准 线 方 称 。 因为 直线 通过 局 诸 , (0， 
2?，4)， 所 以 当 直 线 旋转 时 ， 此 点 形成 一 个 圆 ， 其 方程 为 
大 二 和 二 
= 
由 于 直线 通过 坐标 原点 ， 因 此 它 旋转 到 任意 位 慎 时 的 方程 为 
“二 让 1 ?= Yi, 名 二 区 
其 中 羡 、Y、z 是 直线 了 上 尾 一 点 的 变 标 。 将 上 式 代 六 网 的 方程 
( 即 淮 线 方 程 ” 中 ， 得 


(XE YI (Hh) 
| 

二 = 
得 ， 

f= 一 


中 全 


或 整理 为 
4 和 4 
解法 二 ”因为 直线 绕 0x 轴 旋 苇 ， 刚 


< (yl Xt 

但 由 直线 方程 得 
_ et 

3 = 可 
于 是 

| J | 一 3 | 二 A 一 NT YE 
以 而 有 

< 2 了 

站 
BO 


A YA=0. 
56. 
证 设 点 前 (XX，Y，Z) 汶 欠 画 上任 一 点 ， 点 P(x, y, 相 ) 
汶 通 过 点 总 的 母线 与 淮 线 的 交点 (图 50) .于 是 母线 方程 为 


Lt “| 
| 4 y= 
/人 条 a 
;IP } /7=h 加 。 
/9-0 出 第 三 个 等 式 解 得 
i 


代 六 前 两 个 等 式 忠 ， 得 
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因为 学 标 x、y 满足 方程 
f(x, Y)=0 
代 六 得 


/( 学 , 学 )-。 


即 栅 点 在 坐标 原点 ， 淮 线 为 1 的 锥 面 方 程 为 f 
AX AY 
(入 

57, 

证 设 点 闻 (x，y，%)，P(X，Y，2Z) 为 直线 上 任意 两 后 
(但 不 是 学 宗 原点 ) ， 则 直线 方程 为 


由 直线 和 平面 的 夹 前 公式 得 
2 2 
2 


NT 


7= Dv NirYitZ 
将 上 式 两 器 平方 并 整理 得 
六 十 着 一 了 下 
因为 上 式 表 未 一 锥 面 ， 且 各 项 系数 的 绝对 值 都 等 于 t+， 所 以 是 
等 轴 锥 面 ， 
D8. 
解 ” 设 平面 方程 为 
Ax+By- Cz1+D=0 
因为 王 面 通过 已 若 两 点 ， 所 以 
-3A+D=0 Cl) 
3B+UV=0 (2) 
另 一 方面 ， 册 圆锥 截 级 的 性 质 ， 截 锥 面 于 抛物 线 的 平面 与 


438 


锥 面 的 母线 平行 ， 而 已 旭 钴 面 是 竺 
轴 的 ， 计 难 面 上 任 一 条 母线 与 Oxy 


坐标 面 都 构成 定 角 本 ， 则 所 求 平面 


与 0xy 你 标量 所 构成 定 角 汪 ， 于 
是 由 两 个 平 而 来 角 公 式 得 
C 2 


= 一 -一 一 一 一 一 = 一 


vv 再 


整理 为 
A:+B-C:=0 
由 (C1) ， 2) ， (3) 式 解 得 
4 人 4= 二 D， B=1D, 上 一 + 2p 


《3 


J 2 
于 龙 所 求 平 面 方 程 为 
XX+y +y 2%+2=0 
与 
所 十 了 一 w%” 2%+2=0., 
b9, 
解 ” 设 经过 锥 面 上 点 型 (，Y 了 了 ，2) 的 母线 方程 为 
1 71 zl 
X~i YY-1 ZZ-1 
或 与 成 参数 形式 
w=1+i(a ~ 1)1 
y=1+(Y 1) 


艺 一 1+(Z — 1) 
代入 谁 线 方程 中 ， 符 
Cl+(a Di +rl+Y -1 :=1 Ci) 
于 十 《和 一 1 十 1 二 (YY -itl1+({2—1)t=0(2) 
出 “2) 式 得 


二 39 


代入 《1) 式 电 ， 惠 理 得 
重信 本 
+02 -9=0, 
日 0 . 
解 将 中 面 方程 化 为 
(二 光一 六 《十 和 (一作 
则 直 节 线 谍 方 程 》 
号 十 区 


A(x)=1 一 


7 x (1-. ») 
hw) 1 一 
由 于 点 总 的 坐标 满 是 革 时 戏曲 面 方程 ， 于 是 将 点 音 的 坐标 代入 
(1) ， (2》 式 中 ，、 阔 得 
二 1， = 人 0, 
把 二， 6 分 别 代入 (1) ， (2) 式 中 ， 得 到 两 条 直 母 线 方 程 为 


Ty+%—-1i=0 


(2) 


LU xy 


| % 一 攻 二 月 
了 一 = 站， 
心 1 
解 ” 将 双 则 抛物 面 方程 化 为 
(2X + HIN CO—%) = 
则 直 母 线 族 方程 为 
FB 


1) 
点 YX 一 各) 二 于 


种 
Dx 一 各 二 中 和 


alow -x)=1 
由 于 点 于 的 泌 标 满足 冯 昌 执 物 面 方程 ， 于 是 将 点 诗 的 坐标 代入 


4 


(2) 


{<1) ， {2) 式 中 ， 求 得 
= 工 ， A=1, 
3 


把 不 和 分 别 代 入 (1) ， (2) 式 中 ,得 到 直 峡 线 方 程 为 
站 
2x—%~-3=0 


2X 一 守 三 
2x 二 多 一 1 = 人 0, 
b2 ， 
解 ”由 直 母 钱 的 第 一 个 方程 解 得 
k= 2% 
1-—) 
代入 第 二 个 方程 ， 得 


+ —{x— 2%)+y+1=0 


整理 得 
— x*+y td = 1, 
63 ， 
解 ”将 双 曲 抛物 而 方程 化 为 
CX YIN 一 让 二 对 区 
由 两 组 直 母 钱 方程 为 
rx 一 yy 二 人 2, 


天 【和 十 了) = (1) 


和 
[x ty = 2 


[h(x y= (2) 
而 直 和 母线 (1) 的 方 癌 阿 量 为 


>” 一 0 | 0 1i11-1|1. 
4 EE 1 bl j= 01, 1,2h) 


因为 所 求 寺 母 线 与 已 知 平面 平行 ， 所 以 ， 由 
an=lx1it+lx1tix2k=0 
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解 得 
上 = 一 1 

特 直 值 代 入 (1) 式 中 ， 得 到 一 直 和 丝线 方程 为 
‘XJy+2= 人 0 
人 十 十 吕 二 人 靖 


间 理 ， 直 母线 (2 ) 的 方向 向 量 为 
> 05911 _ 
2 1 | 2 1, 1, ~ 24)} 


dg - -lixiiixi—-2Xx1=8 
饰 得 
六 = 站 
将 值 代 入 《2) 式 中 ， 得 到 另 一 下 母线 方程 为 
Xp-0 
、 多 人 
b14, 
证 将 直线 方程 屁 为 参数 式 
x 二 | 
| 
SS 二 f+ 9 
代入 单 叶 双 上 曲面 方程 的 正 端 ， 得 
C21): (3V iT), fe) 
| 
= {2 ro OFT t+ 2t+2) 
| 
即 对 任意 的 {1， 上 式 都 成 立 ， 因 而 直线 上 任 一 点 的 坐标 都 满足 
单 叶 双 曲 面 方程 ， 夯 以 直线 和 在 单 叶 类 肝 面 上 。 
bp 。 
解法 一 ”将 直 纹 和 面 方程 化 为 
{人 ty— gy) 6 
则 其 直 和 母线 族 上 方程 为 


站 3 


fF R(XTY+TE) = bs 


\ DXi 一 = 此 (1) 
入 
[ jx 十 和 一 区) = 0% 
xX 十 十 吕 二 让 (2) 


容易 验证 ， 点 训 在 已 知 直 纹 面 十， 于 是 将 点 型 的 上 举 标 分 别 代 入 
(1) ，(2) 式 中 ， 求 得 
= 2， 六 = 3. 
再 把 上 站 分 别 代 入 (1}。(2) 式 中 ， 即 得 两 条 直 母 线 方 程 
站 和 十 和 一 二 人 


1 2x -7 一 二 2=0 


了 2 一》 一 人 二 站 
( x+9+%—3=0, 
解法 二 ” 设 直 和 母 钱 方程 为 
x=1+it 
= 
守 二 二 十 六 
代入 冯 绞 面 方程 ， 得 
DOT FE +m C+ a) +t SL + T+ wt) + 
{+L HE 61 iAt)=0 
整理 得 
(Dl mt n+ {5 7 = 从 
车 直 母 钱 在 遇 面 上 ， 则 上 式 关 于 上 应 有 任意 解 ， 从 而 
nl mi H+ m+in=0 " 
8 + 5m— 7H=0 J 
解 得 
fimin=1:—3:—1 
各 
i:mino= 4:— 6:1 
于 是 ， 盈 求 直 母线 方程 为 
443 


1 -3 -1 
利 
x 一 -了 一 -= *—l 
4 一 5 1 
和 D 
证 ” 设 双 曲 抛物 区 的 两 组 直 母 线 为 
L3 2 YY 
和 (地 -+ 2 
, y ‘1) 
| 二 -= 
利 
YY 
外 一 一 -本 -) = 2 
加 (2 ) 
Ee 
或 整理 为 
f BkEx+ daky — 2ab% = 人 D0 
bx-- oy -abk=0 (t) 
与 
phx— 在 让 
1 a 
x+ ay— ata= 0. 


由 (1'》 式 及 (2') 式 分 别 求 得 二 直 母 线 的 方向 四 量 为 
a={— da, —b. -上 } 


Pp 
好 站 一 人 2。 一 卢 。 A} 


一 字 - -> 

dads- 4+ hh=0 《3 
由 01') ， (2) 式 并 利用 〈3) 本 求 得 二 直 母 线 的 次 点 举 
标 为 

5 (有 = 冯 (- 有 5 = 一 人 


站 总 对 


于 是 有 


入 


加 


_ ; 1 ps 
pb? = + i EE) := ER 
利用 第 (3) 式 ， 上 省 整理 得 
es oy: | 
RD) PO) 
由 此 可 知 ， 开 相 垂 直 的 二 直 母 线 交 点 在 一 双 山 线 皇 ， 其 方 
程 为 
一 8 一 


7 . 


C1) 
中 


1 机 和 
一 一 -一 wm 一 | 一 一 2) 


{ Bex 一 arky ~ aby = apck 
bekxw + Hey + pA 
与 


上 


Bex — achy +t 全 下 区 二 abeh 
tbehx + acy 一 abhye = ate, 


由 (1) 式 与 (2) 式 分 别 求 得 直 母 线 的 方向 丫 量 为 


A= {acl — E)}, — 26, el &:)} 
-和 
qs = {ath —1), 26h, cll + Hh )} 


在 下 母线 (1) 和 (2) 中 各 取 一 点 (为 了 便于 计算 ， 都 


_L!: Na 
在 0xy 坐标 面 上 取 ) AM, (2 和 7， 人 20, ),， MM (了 2 


下 NL? 
“时 一 和 ，0 ), 利用 二 直线 的 共 面 条 件 


0 


- ep | 2 ar) 21 h) 2h (1+) | 


i s)he (1+ 
+( + 大 3 ) + kh C14 A) | 


op 二 上 | 
(1 + A Cl + A’) 
-0 
凤 J=0， 岂 此 由 《17 式 和 (2 ) 式 确定 的 二 异 组 直 母 
浅 共 面 ， 
68. 
证 设 双 有 明 扫 物 面 的 一 组 真 旦 线 为 


全 


C1) 


-bEx +akgy— dabs=0 
\ bx — ay— adk= 0 
在 直 母 线 组 (2) 中 ， 仁 取 两 条 直 母 线 ， 它 们 的 方向 问 量 为 


一 


P-L 一 和 他， 并 在 这 两 条 

有 ks 
肯 母 线 上 各 取 一 点 汶 Md, (ek, 0， 全 3 i (akz 0 2 
(ky)。 由 共 面 条件 ， 


atk, -ky 10 二 (br 2) 


(2 


一 加 L 
_ _k 一 ab(E,— 1) Ee0 
— a —#» 一 上， 


所 以 同 组 两 条 直 母 线 不 共 面 ， 


dd 


第 五 章 ”二 次 曲面 的 一 般 
理论 习题 解答 


] . 
解 ” 将 已 知 点 的 坐标 分 别 代入 坐标 平移 变换 公式 中 ， 得 
4 一 1，6=》 +2 1=%' + 3, 
=x 1, 3=+2 一 人 = 十 
-2 一 2 一 3 二 = 2 十 人 
从 而 求 得 各 点 的 新 坐标 为 
A'(s, 4, — 2), BO, 1, HD, C(t—1,1,1)., 


[ee 
年 


解 ” 设 平移 变换 公式 为 

X= 二 

了 二 

吕 一 各 十 冯 
代入 点 对 的 归 、 新 坐标 ， 得 

= 站 二 X， 汪 二 十 和 十 名 | 
或 

Xo 二 2 0 2 二 一 1, 
则 平移 变换 公 羡 为 

X= %' + 

了 了 二 | 


=%'—1 
解 (1) 依 题 意 坐标 平移 变换 会 却 为 
X= +3 P= +1l， T=% 一 2 


4i8 


则 旧 泽 标 原 点 的 新 华 标 为 OC- 3 一 1; 2)， 
《2 ) 将 点 才 的 党 标 代 六 下 移 宏 换 公 式 中 ， 得 
= XxX'+3, 2=7'+ 1 0=%'—2, 
起 
x'=1, y=1, % =2, 
即 新 坐标 为 A'(1, 1, 2) ， 
(3 ) 因为 点 皂 基 于 举 标 原点 的 对 称 点 坐标 为 《4 
-2 0， 将 其 代入 坐标 变换 公式 中 ， 得 
~— d=x'+13, -2=Y+1, 0=%—2 
或 
x 二 一 P= -3, %'=2 
即 点 妇 的 对 称 点 的 新 坐标 为 (-7,， 一 3，2)， 


a4. 
解 ” 设 平移 变换 公式 为 
入 一 六 十 
了 = 和 十 多 
十 
依 题 意 
—1=x TX 2 二 3 二 人 + 名， 
3=0+ Xo l= 4 
d= + =0+y 1=% +, 
从 击 得 
二 
则 学 标 平 移 变 换 会 式 为 
=’ +3 
=> 
芝 二 多 十 得 


解 ” 依 题 意 ， 平 移 变换 公 臣 为 


二 4 


x=x'+ 1 
Py +2 (4#*) 
之 二 名 ' 十 3 
将 此 变换 公式 代入 方程 (了) 中 ， 得 
9x'+1)— 5(y + 2 +6(%'+3)—1 
一 3X 一 总 十 6x 十 了 0 
于 是 (1)》 式 变换 为 
3x ~ By + 6% + IO=0, 
将 至 换 公 式 C*) 代 入 方程 (2 ) 中 ， 
Y 一 TI+l ”2-2 2 二 一 


一 


3 4 2 
于 革 (2 ) 式 变换 为 
3 
3 4 2 


.1 理 ， 方 泽 (3) 直 措 为 
(x CY (gt) x 1 C+ 
+ (x+ + 3 7x /+t1)— BC(Y TD 
Qt) 9 6 
和 
和 
6 , 
证 ” 设 平 移 变 换 公 式 为 
和 | 
y= | 
= 
六 由) ，。 (X55 %2) 的 新 坐标 为 X01 1) 与 
(x 出 
LE 
= 


1 
%| 二 区 | 下 澡 


2 
各 二 兰 ， 二 到 1 
于 是 
wx 
= 
+ CE, 
= 
中 
We 
= 
f 


解 ” 依 题 意 旋 转变 换 公式 为 


x 
yy C1) 
9 3 3 | 
将 中 1 
名 x 二 oY 
3 37 3 
或 
1 2 2 
Xi 
3 了 3 
2 1 2 
1 二 .二 一 一 一- 十 一 一 区 ， 
2 可 可 3 | (C2) 
,2 2 1 
二 一 上 十 一 -小 一 一 一 
”3 3 7 3 


将 点 了 的 坐标 代入 (2 》 式 中 


1 2 2 
% 1 + x<1+—x0=1 
J 1) ! 3 
ry 中 
xf- 一 一 x+ 全 x0= -1 
了 = 3 《一 ]1) 3 ] 了 
wi xX{t-]) X 一 一 一 并 上 | 
3 村 由 


A451 


好 点 请 玫 洒 坐标 菜 下 的 仅 标 为 P' (1 一 1,0)， 


上 
解 四 为 
me lx 1 (2 
一 一 -一 并 1 一 一 一 士 一 深 站 十 一 -= 区 呈 ”一 一 = 一 
3 V2 v6 W ) 
] “< -1 
-本 
一 1 1 ) 1 1 I 
= + 
FE] Fs vv ( 3 7 3 9 vw 
/1 1 1 1 
“(Bl 3 
Se 
™ GO 二 一 ,~ 十 昌 名 一 二 一 一 - .一 一 
i 7 vw 3 Vv 6 


> /1 /4 /1 y 1 1 1. 
一 | -一 一: | 二 一 十 一 二 
用 ( =) + (7 3 2 6 
一 > 2 > 1 
人 区 = 本 + 号 = 1 
一 1 YY 1 ( =- 1 1 
“一 一 一 -一 一 二 二 十 一 -一 .一 一 二 -一 十 一 -十 -一 
1 Vv 5) 人 6 3 2 6 
~ 1 
1 1 | 
ww 2 v6 | 
一 一 和 一 -入 1] n 
em V0 Ve! 
_ 11 
3 A Bb 


即 三 向 量 两 两 正 交 ， 尺 都 是 单位 向 量 ， 且 满足 右 旋 系 ， 丙 以 用 
作为 新 坐标 系 的 三 个 轴 上 的 三 个 单位 同 直 ， 

9. 

解 ” 取 三 直线 方向 向 量 的 单位 滞 量 


#2 


a 二 :+ | 上 1 > 一 2 了 1 
:v3 v3 3 (Uv 6” ,6 : 
-> 了 ] ] 
性 0D, -| 
由 于 
1 | 
| v3 A 
一 1 D 1 | 
Ke ED = -一 -一 一 一 |--1 
EE 6 
_ .了 工 必 了 
| v2 v2 
一 > ] 1 | 
则 可取? = 和 0, -二 
则 可 联 #， 3 ， 0, 二 了 | 
从 而 坐标 变换 公式 为 
1 f 1 ’ 
二 一 一 oo 
、 7 
] | 2 ， 
I= 一 
2 ”中 EE” 
] ] 1 
NC | 
w 3 EE” ww 和 
或 
| 1 1 
车 二 -+ 一 一 十 一 一 之 
VV 3 v3 | 
六 三 1 2 + | 
< 人 六 wv 6 
1 1 1 
名 二 一 一 -全 
3 
10. 
证 ” 设 任 一 旋转 变换 公式 为 


X= XOS + COSA: + YE CO 
y= XCOSH, + cos 让 + x'cosp, 


| 『 上 
和 二 COST + CDST + 2 COS 


453 


出 
MDSG 十 YCOSA, 一 FCOSG 
= CDSin HH VCO + 2 CO 二 有 COSQICDSGC: 
+ NCOSA CO | VECOSACOSE) 


= {x'cosB Y Cos + cosd,)" 


= 


-SDDS 二 (DCospicosp， 
tw 人 scosHcosp + ywcostcosp,) 
= XCOST 7 VCOS or TCO ) 
-XCOFT DSS 人 DSS 
rECOST COS rT Yo'COST,COST,) 
有 而 
XT = {Co + CO Cos x + (eosa, + Cop, 
TCDS I YT + (CO + COSH + COST,) wo! 
+ 3(COSACOSG, + COSB .COSA, + COST COST XY 
+ DCOSKTCOSE + COSH CoH, + CO COSTN) ww! 


+ COSMOSa + COSPCOSH, + COST ,COST SY) YE 


由 于 
CAACOS: + COSPCOSHi + COSTCOST; = { 0 1s 
1] =/ 
代入 上 式 得 
NE 
1i. 


解 ” 依 题 意 ， 坐 标 蛮 换 公 式 为 


A 人 
a Sr J | | 
ph 机 


md 


a nD 1 
y= py | 


吕 二 交 ! 
将 变换 公式 代入 方程 ， 得 
(2 2y ) 十 了 (2 -2y ) 


-= — — oy 2 
,本 9 fw 2 WO 
(Et) + 


4 


+ dy oy -0 
妈 变换 后 的 方程 为 
DX 8 Dx +t 27 =0, 
12, 
解 … 二 Dy 


ww 2 
仿 
NI | 
1 
”可 Va | 
F 1 1 | 
Ed = 1 | 
代入 上 式 得 
， ， 1 | of 一 
x! Dy (+ 地 2 0 


印 


13. 
一 一 人 
解 AB=0B-04 
= 16, — 8.0} 


3 一 一 人 
IAB|= vw 1F+ (8) +0 


二 /289 = 17 


_ 一 六 82 
AC -0C_O0A={1,4, -3 出 


455 


依 题 意 (图 52) 
一 字 

1 = 15, -8 .0 

一 7 了， | 

内 为 三 角形 在 Ox7” 面 上 ; A 而 


bl 


= {94, 45, BH 
一 一 二 一 和 - -一 一 一 一 
[ABx .46 = W241+4d: +68 = 7225= 85 


刚 
— 一 一 -1 
* = Bx AC | 9 人 
ABx A 85” 17” 5 
-> 四 
一 RF ~ -=| 3 lz 本 
而 7 ! 85 17? 5) 
ED 
pr 15 8 
ft 一 Ly oo 
| 17 I } 


Pf 1 -3 
85 17 5 


Er 24 9 
1 gS 17 


又 因 点 4 为 新 的 你 标 奈 点 。， 则 其 举 标 变换 公式 为 


or | 
“二 + 242 —1 
7 1 ] 
了 8, 1 rv 
17 i 工 7 
w= yt 区 十 了 
5 


解 ”82x+ + 2 十 1) 二 站 
信 
人 1 

3 
妾 = 各 一 二 
则 原 方程 变换 为 
Dx y+ or {和 

由 于 平面 x'=0 的 法 问 量 是 

-一 六 

:” 《图 53) ， 央 而 本职 *) 

-让 
式 的 单位 法 占 有 量 #" 作 为 O'x' 
轴 的 方 问 ， 


| 
— 
co| 
w= 
, 
[ee 


i fv 后 ‘2 | 
7 = 0 一 


\ 2 
一 一 + 一 六 一 一 > -一 一 时 Ty 一 一 一 
站 2 
而 二 6 3 6 
和 1 
1 t ww 2 
“一 3 ! | 


客 易 验证 ， 此 变换 公式 将 已 知 平面 方程 变换 为 
% 一 


二 5 1 


15. 


(1) 
4 -2 6| 
I-|1| -0 2 1 | 
6 412 


中 方程 《1 确定 有 心 曲面 ， 作 中 心 方 在 组 
dx 二 | 
~ DX + 2y+ ds 5=0 
6x + dy+ 12% -0 | 


解 得 中 心 坐标 为 (一 二 书 , 0) 


(2) 
! 5 -6—3 
1 .=|1-6 9 0l=0 
-3 0 9 
则 曲面 方 积 “3 ) 确定 无 它 曲 面 。 
(3 ) 
} 0 一 2 
J, =190 -2 | 
-” 3 1 


叫 曲 辣 方 举 《3 》 确 定 有 心 曲面 ， 作 中 心 万 程 组 
0 | 
— 2 -s+5=0 
下 | 
1 ， -UL 
饰 得 中 心 坐 标 为 (= 3， 二 ) 。 
《本 


| 一 
[| 
Lm | 


I 1 
000 5 
则 曲面 方 答 〈《4 依 定 无心 则 加 ， 


48 总 


{65) 3 0 -1 
了 = 0 2 | = — 14= 人 0 
-1 3 0| 
出 方程 (5 ) 确定 有 心 曲面 ， 作 中 心 方程 组 


3%—%— 2--0 


池 


et 
—X+2Y~— d=0 


解 得 中 心 堂 标 为 (0, 2. 一 232， 


16 ， 
解 (t+) 作 中 心 方程 组 
xw :7 一 1=0 
XT Py- 二 0 
ns 一 全 二 内 | 
解 得 中 心 华 标 为 (90, 1, 1)， 


由 于 
A = A 
1x0-2x]—-2x1+0 
二 一 + 
则 经 过 平移 变换 后 的 方程 为 


EE. + ny 了 Tot -上 EX 一 小 三 0, 


(2 ) 作 中 心 方程 组 


本 1 3 1 
.十 -一 区 十 一 下， 
了 2 
| 
3 | 
一 一 局 十 并 十 1 二 洋 
2 2 | 

1 
-二 中 | 


[| 


i 2 9 
解 得 中 心 瞧 标 为 ( 志 ，- 喜 ，- 号) 


二 L- 
由 于 PT 一 Ba | di 十 如 5 空 ta 


: 2 
= x rix{ -+0 x - 写 ) + 0 
-4 
则 经 平移 变换 后 的 方程 为 


十 是 < 让 。 


(3 ) 将 原 方 程 整理 为 
(tl 200 1) (1) -1=0 
作 平移 变换 
并 二 一 
3 了 = 了 3》T] 
多 二 安 ' 十 ] 
则 方程 变换 为 
= 
17 。 
解 由 曲面 竹 平 通 的 区 线 方 程 筑 ， 井 通 方 程 为 
w+ gE dXy + LRN DA TE DA 1 =D 
代入 己基 六 的 坐标 ， 得 
d+ ey 425 一 24 1=—0 
即 
aq— |#,C— 322 二 了 了 
再 作 得 画 方程 (1)》 的 中 心 方 程 组 
“0 | 
2% 二 + 加 -从 
a Fg + = 人 0 | 
代入 由 面 的 中 心 侈 标 ， 得 
~ 2 = 人 0 
人 
一 名 二 St- 昌 ， 
联 立 (2》， (3 ) 式 解 得 


ab 


(2 ) 


《3 1 


d= 3 a= A 二 
代入 (1) 式 ， 得 
x 2 dxy bs 1=0. 
18. 
解 ” 将 原 方 程 配方 得 
» ; ， 
《和 


16 8 
因为 对 任意 实数 4.&, 上 式 部 确定 一 双 曲 抛物 面 ， 所 以 原 方程 确 


定 无 心 曲面 ， 其 项 点 坐标 为 x= 全 人， ?= -之 ，x= 地 ,将 


6 6 
7 了 ,的 秆 代 入 ” 中， 消去 4a.5b, 得 顶 扣 的 轨迹 方程 为 
dy — 2%° = x, 
19. 
证 ”因为 曲面 芷 无 心 的 必要 充分 第 件 是 二 = 0, 即 
好 dp Hl 
l= | az do dy |=0 
a, A ds 
展开 得 
Rd i Hd 一 Hd 一 Hgts) ~ Hd 二 0 


但 a = ajj(ti7= 1 名 3)， 则 上 上 式 灾 为 


A + DR = A 


L123 [2 
30 ， 
解 (1) 因为 =1+i+1=3 
T -1 2 1 | + 1. -2.,._0 
2 1 — 2 1 -2 1 ， 
1 2 —9 
1 = 2 1 一 2 5 
-2 一 ? 1 
所 以 特征 方程 为 


-十 与 二 


i 


{41-510 
十 是 求 得 共 特 征 根 为 41 - 5， 


42 
2 
和 
1, ls 1 
JJ 1 
特征 方程 为 
一 让 十 6 = 
或 
6—-A)=0 


1 1 


0 


解 得 竺 行 . 根 为 2X 一 A 人， = 6， 
3) 因为 =1+3+3=7 


p= 1 
0 3 
1 
,= {9 
16 - 
伪 避 特征 方程 为 


3 


-A +t? 1d2+8= 人 0 


或 


-人 -124 一 4 = 


舱 得 特征 根 汶 4,= 4， As = Ey 4 二 


C5 ) 国 为 -2+ 


[= 


站 
一 4 


1 


Te— 


5 
] 


1 1 


-- 0 


上 
= 业 一 


一 


== 一 
《2 国 为 上 =4+1+1=6 


1 
pp 


2 
I, |-1 5 一 1 
吕 


所 以 特征 方程 为 
一 在 十 9 站 一 184= 站 
成 
— AtA—3) tA4—-6)= 人 0 
解 得 特征 根 为 由 = 由， ,= 3, As = 日， 


21 
解 1) 因为 站 =21+2-5= 一 1 
1, = - 1 0 0| =- -17 
1 0 -5 0 —5! 
2 1 0 
了 = 11 2 0| -一 15 
0 0 —5 
折 以 其 特征 方程 为 
一 和 一 在 十 1174 一 感 = 
解 得 
i=1, +=3. A 二 一 9 
作 方 程 组 
Ctrl 
f+{t?- m0 C1) 
《一 8- 20 | 
将 1 = 上 代入 《1) 式 中 ， 得 到 两 个 独立 的 方程 
f+ 
一 B#| 三 必 
解 得 


jm ia =1:—1:0 
将 及 = 3 代入 (1) 式 中 ， 得 到 两 个 独立 的 方程 


一 六 十 六 :二 站 


463 


一 攻 
解 得 

fi mn,= 1:1:0 
将 和 = 一 5 代入 《1) 式 中 得 到 两 个 独立 的 方程 

Tit m= 人 0 

fs + ?7m =0 
解 得 

i mp = DO: 
则 所 求 主 方 间 为 

一 一 

o'r= {1, -1. 0 

c= {1, 1. 0) 


一 
6 = 40, 0O, 1}. 
C2) 因为 =1+Lt+5=7 了 


l= |! | ,=0 
一 号 1 | b 1 5 
1 一 3 一 
= 1- 3 i 1 | = -36 
一 1 1 5 
所 以 其 特征 方程 为 
-+7A 36=0 
解 得 
A=6,， =3. = 一 
作 方 程 组 
(1 一 修一 3 了 一 者 二 站 
-31+ (1— Vm+#=0 (1’) 
一 上 二 放下 (6— An=0 | 


将 在 呈 = +、2、 扩 的 值 分 别 代入 (1 ) 式 中 ， 则 分 别 解 得 
Ff: 搞 |'#| 二 一 1:1:2 


fs = 1. 四 1:1 


1 
因此 所 求 主 方 阿 为 

2 

一 一 入 

2: = 41， 上 1? 


— 
Ey 一 《二 1, 0}. 
C3) 因为 =1+1-3=-1 


n= | 1 
— 1 i 一 3 -3 
1 -1 -3 
1, = | -1 1 -3|= ~ 36 
-3 ~3 -3 
革 以 其 特征 方程 为 
+244~ 36=0 
解 得 


Al=2, A=3, = -日 

作 六 程 纽 
(二 一 和 7 一 久 一 3 一 站 | 
一 /十 人 一 四 钱 一 3 三 一 首 
3 


一 3 


将 如 (f= 1. 2, 3) 的 值 分 别 代 入 (1 中 ， 因 而 解 得 


iimin= -11:0 
fH n= 1:1:—1 
fy Mm ,= 1:1:2 
于 十 所 求 主 方 向 为 

一 

te ' = 4—1,1,0} 

一 一 

Bo! -41, |， — 1} 


一 
ey 一 ‘41, 1， 25, 


C1 


a65 


33， 
解 ”因为 


。 2 ] ] : 
(Dx 一 
2 (< ‘让 - vw 6 ) 
， 1 1 1 下 
[一 下 一 阁下 = 一 训 一 一 = 一 一-:- 一 名 
2 ) { a J 四 入 ) 
一 二 2 -2 ) 
Ww 2 WV 2 
若 令 
一 了 Le | 
™ 和 外 已 9 
,_ _] 1 1 | 
"1 (*) 
7 、” 和 A “了 
%' 二 EE i 
A we 


则 凡人 * ) 式 右 端 的 系数 是 正 交 、 右 旋 的 三 个 单位 同 量 的 坐标 ， 
了 所 以 《*) 武 可 作为 旋转 蛮 换 公式 ， 将 其 代入 原 方 程 中 ， 得 
Dw 
于 是 ， 原 方程 殉 定 一 双 曲 撒 物 面 . 
23, 
解 ” 依 题 意 知 ， 所 求 曲 面 是 有 心 曲面 ， 若 取 三 个 对 称 平面 
作为 茵 的 坐标 系 中 的 三 个 举 标 面 ， 郧 
二 区 十 和 十 名 
PN 
3 二 一 号 了 
册 梧 重 在 新 坐标 系 下 的 方程 具有 妹 准 形式 ， 可 设 为 
xD 
我 
tw ty te tt Blox yo— %): 
+ 一 多 十 1 =1 (#) 
起 入 已 知 扎 的 坐标 ， 得 方程 组 


#66 


C=1 
A+4B +19C=11 
A B21| 
由 此 解 得 
了 =-4 B= -3, C=1 
代入 (*) 式 中 .得 
d(x + {xy— 2) + (yy-%+1) =1 
或 
Bw i Dg OXY SOxE— 27+ 22% 1=0, 
2 . 
解 ” 依 题 意 烧 ， 所 求 柱 面 只 能 是 椭 图 柱 面 或 辕 柱 面 其它 
柱 面 不 存在 轴线 ) 。 奇 取 二 对 称 平面 作为 新 坐标 系 中 的 两 个 坐 
标 面 ， 即 令 


二 


二 
则 所 求 柱 面 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 
Ax™* + By*-.] 
或 
-2 (Cw) 
代入 已 宙 所 的 谷 标 ， 得 方程 组 
4B=1 
16.4 = 1 
摧 此 解 得 
A . B-L 
16 生 


代入 ” ) 式 中 ， 得 


人 


16 
或 


2 


467 


机 


ds 
解 ” 因 为 0%x 轴 是 项 面 的 旋转 轴 ， 所 以 划 面 关于 0% 四 对 
称 ， 从 而 曲面 方程 具有 如 下 形式 
Alx: ty +B{s- ce):=1 
或 写成 
1 
将 已 知 扣 的 坐标 分 别 忆 入 上 式 中 ， 得 方程 组 
-1l+D=0 
A-B+iC+D=0 
AA+dB+oC +D=0 
由 此 解 得 
ABICID=1:1:-2:~1 
于 是 。 所 求 旭 加 方程 为 
% 十 和 二 = 
26 
证 ”因为 育 线 和 曲面 相 切 的 必要 充分 条 作 是 直线 方程 与 遇 
面 方 程 联 立 有 唯一 解 ， 记 以 将 直线 方 各 代入 册 面 方程 中 ， 得 
Ala+tity + BE+mty :+ Cte+ nt: +D=0 
展开 后 整理 为 
CA + Br + Cp)t: + oCAal + Bam+ Cenyt + CAa: 
+ B+Ce+D0y=0 
而 七 式 关 于 1 有 了 唯一 和 解 的 必要 充分 条 性 是 判别 式 为 零 ， 妈 
4 4 + Bm + Cen)*:— dCANt + Bm: + Can) ( Aa + Bo: 
+Ce + Dy= 人 9 
于 是 得 到 直 级 与 曲面 相 切 的 必要 充分 条 件 是 
{dat + Bam + Crean) = CA Bm: + Cw (Aa: + Bo: 
+Ce + Dy), 
27 ， 
解 《1 ) 作 特征 方程 


A466 


展开 得 
— A+1l8i -88114=0 
求 得 特征 根 为 
A = 
当 刀 = 访 = 9 有 时， 确定 主 方 何 的 方程 纽 为 
一 i + om — 4d# -= 人 0 
2 一 而 | 十 号 证 | 二 朋 (4) 
一 d+ 22m 4#,= 人 OD 
由 于 方程 组 (a) 中 愉 含 有 一 个 独立 的 方程 


2 ~ Wm 2# = 人 0 


于 是 可 到 其 任 一 组 解 

1 = Hi 有 = -了 
即 得 

和 


一 3 __y -> 一 了 
由 于 的 化 标 也 庄 足 方程 组 (2). 机 oz 垂直 于 er， 共 而 拓 的 坐标 
必须 满足 如 下 方程 组 


31, — Wr + 2x#, = 人 0: 


1 一 8 
由 此 解 得 
二 | 
vv 
即 得 
71 1 4 = 
?3 0 
而 


4 全 和 9 


— 下 1 2 1 
6 一 ex 后 =， - 一 - 四 
咏 总 J 
共 而 坐标 亚 换 会 式 为 
xx 了 工 有 二 二 
ww 2 3 9 3 
二 
了 一 3 0 | 
ll r 1 1 ! 
J 
3 3 7 3 | 


i on Rp 


Ad == 
六 是 曲面 为 程 化 简 为 

x+ oy 一 27= 人 0 
或 

xy 


(= ) 必 特 征 方 程 


TIT-4 站 0 
j= 0 3 一 1 = 放 
们 一 号 一 玫 


展开 后 ， 得 
-站 一 144+8=D 
求 得 特征 根 为 
4 = 4.= i, 4 二 4 
-4 一 1 了 时， 由 J 中 后 两 行 元 康 构 成 的 矩阵 
y - >” 
0 — ] 2 
得 到 一 组 解 
fii] Ww -0 R= 人 0 
出 
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了 
= 4]， 0,， 0 
下 太 = 2 时 ， 由 惩 孟 


一 十 0 0 
(， 1 1) 


得 到 一 组 解 


则 


fa=0, m= 一 1 aa 一 1 


A = 4BJ， 由 起 阵 


一 也 0 0 
人 


得 一 组 解 

i;= 0, 1 1 
则 

一 

Fs" 一 :OD, 一 1 1 

4 ww 2 

由 于 

一 > 一 3 一作 

Ei Eo Es 一 
从 而 坐标 恋 换 公式 为 

二 区! 

1 
一 一 一 一 “一 i 
2 be 村 2 A 2 | 
1 了 
各 -_ 二 一 。 ! 十 一 和 
ww 2 2 、 2 

由 公式 

4 ps 二 dtp tT Hp Tt Any 
求 得 


旭 昌 授 方 程 化 简 为 


《3) 作 特 征 方程 


1 -2 3 | 
J-| -2 4-14 -6|=0 
9 
晓 开 得 
-2 十 14 =0 
求 得 特征 棋 为 


A A = 0 2:=14 
与 1) 题 同 样 方法 可 求 得 对 应 于 三 个 特征 根 的 主 方 轩 分别 为 


TT_r 3 6 51 
| v0 vw ?0 v7?0l 
> -1 2 3 1 
上 一 1 ”5 一 一 
1d Tv 二 
由 公式 
A p, A ty 二 i, Rp 


求 得 一 次 项 的 系数 为 

a 0, a =O, Ay 514 
于 是 下面 方程 化 简 为 

14% + /14g!+4=0 


或 (14 1 2 二 站 
坐标 变换 公式 为 
Ww -+ 
全 | "全 | 


] 了 6 r 2 上 

二 一 一 一 如 十 一 一 一 一 -一 一 名 

2 4 nh T7707 vw 14 
bn 1, » 


和 二 一 下 一 一 - 世 / | 
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28 . 
解 《1 作 特 征 方程 


展开 得 

-+104— 84— 64=0 
求 得 特征 根 为 

A 4 =8,， 二 一 2 


于 是 可 求 得 对 应 于 它们 的 主 方 铅 分 别 为 


一 1 1 
ey -~ ™— 
i Iw 2 ww 2 
Ye 
est 二 一 一 中， -二 | 
I 2 vw 2 
sr 
BF3 一 VV, 1, 0 
而 一 旗 项 的 系数 为 
了 -yd we __ i, x*(— 4)= pr 
Aa, pa Ox (—2) 二 村 《一 4 一 4 2 
4 1 oxCo+ i x(t-1)=0 
vw 2 Vv 2 
a =0X4—1x (2)+0xt- 4)=2 
于 是 原 方程 化 简 为 
dwt BY — DLT + 8 Dx! +ds +1=0 
再 进行 配方 整理 得 


一 
若 令 


#73 


和 | 
= r 
zw! 二 "+1 
草 代 入 上 式 中 ， 得 
dw Bp — Do =8 
由 此 可 知 ， 原 曲面 方程 确定 ~- 单 叶 双 曲面， 
(2 ) 对 于 有 心 曲面 方程 ， 罕 先进 行 平移 变换 ， 可 消去 一 
次 项 的 系数 ， 然 后 青 求 骨 特征 根 束 可 以 化 为 标准 形式 ， 因 而 不 
需要 计算 主 方向 . 
对 方程 《2 〉 作 中 心 方程 组 
光一 3 二 + 名 一 2 二 从 
一 3x+y—- 名 +4= 作 | 
守 一 朱 十 9 人 基 一 上 6 二 从 
求 得 曲面 的 中 心 坐标 为 0'1,0. 1), 从 而 
= a da Ha 


=—2x1+4xX0—-5x1+14 


展开 得 
一 让 十 7 下 一 36= 有 0 
求 得 特征 根 为 
三， =， 力 二 一 2 
于 是 曲面 方程 的 标准 形式 为 
SN 5+6= 人 0 
由 此 可 知 ， 原 方程 确定 一 友 叶 双 山 面 。 
《3 ) 作 中 心 方程 组 


立业 


wy 一 4 
Px 一 一 二 和 
一 -27 二 名 十 7 二 0 
解 得 中 心 坐 标 为 0'(1, 1，- 1)， 于 是 
qs= TXI—2xX1+7xX(C— 1)+16=° 


作 特 征 浪 程 
1 一 中 2 一 了 
二 = 7 一 2 一 i 一 吕 | 二 作 
一 一 避 1—2 | 

展 升 得 

一 六 十 2724 十 54 二 从 
解 得 特征 根 为 

二 二 一 3， 机 二 名 
则 曲面 方程 的 标准 形式 为 


了 0 一 Sy + Be 从 
或 
et Li 0 一 0 
由 此 可 知 ， 藉 曲面 方程 确定 一 旋转 惟 面 
《4 ) 作 中 心 方 程 组 
dx 283+ 人 2= 侨 
一 ZX 十 27 十 32 号 = 站 
2y 6% 十 人 2 二 作 
解 得 曲面 的 中 心 坐 标 为 0'(--1, -1， 风 ， 于 是 
a ,=X CC—-1yr3xXx(—-13} +2xX0+7=2 
作 特 征 方程 
4 一 一 2 0 
A=| 一 2 5 一 1 2 [= 
0 2 日 一 上 
展开 得 
一 NT35 关 一 664+T80=0 
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解 得 特征 根 为 
1 = 2， N=5, =8 
则 曲面 方程 的 标准 形式 为 


Dw 十 By 十 Rel? 十 可 必 他 


由 此 可 知 ， 原 曲面 方程 确定 一 虚 精 圆 面 


29 。 


解 〈E) 作 特 征 方程 
2-1 -1 -2 


展开 得 
-不 十 9 在 -184=0 
解 得 特征 根 为 
Al=3, d=6, d= 人 0 
当 4 =3 时 ， 由 惩 阵 


(- ， 一 】 ) 
一 于 2 1 


当 入 = 6 时 ， 由 齿 阵 
-4 -1 -2 
(CC 


2 1 2 1 
全 | 


当 而 = 0 时 ， 由 矩阵 
2 一 1 一 上 
1 


416 


因为 


六 以 ， 这 这 ,区 与 新 坐标 轴 的 方向 一 致 ， 由 公式 


时 _ 
dp = a t drmp + ssp 


求 得 

4 = -vv 3, tte, = 2 6， a = 人 0 
于 是 曲面 方程 化 简 为 

3x2+6y2 2 BX 4 GP-—1=0 


再 整理 为 


rv 3 2/ 6Y _g- 
se) + (1 ) -0 
作 平 移 变 换 
we 生 
全 
1 
DE / 
st wf | 
则 得 标准 形式 
3x BY 一 = 已 
或 
2 十 时 = 
(2 ) 作 特 征 方 程 
2 一 A 2 1 
d=| 2 3-14 1 |=0 
1 1 3 一 1 
展开 得 


解 得 特征 根 为 
A 二 2, =5,， A 二 必 
当 丸 = 2 上 时， 四 矩阵 


2 0 1 
得 
> fr 1 2 1 
Ee ! 一- 一 一 一 -一 
[6 wb 6 
当 X,= 5 上 时， 由 和 定 阵 
( 2 ) 
2 一 3 1 
得 
~ 全 1 1 | 
站。 一 一 一 一 -= — -一 -一 
wa 3 


i 1 世 

得 

J 1 T 1 

上 一 一 一 -一 

{- 由 ww 0 
因为 

一 了 一 入 天 

ei! bo €, = 


-> - 字 一 > 
pr el, el's J a 上 与 新 坐标 轴 的 方向 一 玛 ， 由 公式 
A 一 Ads 十 Fat, 3 


求 得 
4 3 » fat + 可 2 


则 曲面 方程 北山 为 
2x TO + GX 一 5v 2%'+3=0 
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6 . [2 i _ 9 
2 t+) + 2 0 
作 平 移 变 换 
xr 6 
| 
有 三 和 
有 上 9 | 
完 一 区 Tu 一 一 一 一 
0 9. 
则 得 标准 形式 


2x + Sy" = bv 2%", 


《3 ) 作 特 征 方程 


4—44 一 2 | 
4= | -21-2 -2|=0 
| —2 4—-1 
展开 得 
-A + =0 
求 得 特征 根 为 


A = 日 ， 站 := 4 二 用 
当 轴 = 9 时 ， 电 具 阵 


一 5 一 国 
( ， 


— 一 8 2 


地 


一 mL 


一 和 1 2 | 
er , Tt 
了 中 过 


一 征 一 一 
由 于 41.= 有 一 0 是 二 重 根 ， 则 由 fl 得 
2 坟 ， 十 27 一 站 


取 上 式 的 任 - 一 组 解 ， 得 


> 1 二 | 
一 = 一 一 一 必 ， 一 -一 -一 
17 2 2 


#19 


由 计算 一 议 项 系数 的 公式 求 得 
A = 0 dr = — -二 3 上 访 
章 昌 而 方程 化 简 为 
Qs 一 日 一 QD 汪峰 


引 


| 
Pe 


X IY 2 = 
再 经 Cx ” 轴 进 行 旋转 变换 ， 由 公式 


LT 


上 it} Fe 

一 So 3 2 

i 
A tA 

A 十 宇和 

名 ot 


-一 二 
+ 


A 
of 一 (二 站) 
本 


将 上 式 代 入 《〈《* ) 式 中 ， 就 得 到 标准 形式 
< 和 
30. 
解 〈1) 和 作 特 征 方程 
0-2 -4 4 
d= | -47-1 0 


te 
tt 
| 
™4 
| 
- 


展开 得 


《本 ) 


-+814=0 
求 得 特征 根 为 
=9，= 一 2， 如 = 
由 于 原 方 程 中 不 含有 一 次 项 ， 即 su= d= 40， 则 经 雍 
转变 换 后 不 会 产生 新 的 一 次 顷 ， 从 而 不 需要 求 主 方向 ， 于 是 由 
方程 化 简 为 标准 形式 
gx — y=0 
或 
XxX! 三 土 六 
由 此 可 知 ， 原 方程 确定 两 个 相交 平面. 
《2 ) 和 作 特 引 方程 


4-4 0 0 
d=| 0 -1-14 1 |=0 
0 1 -1-4| 
展 关 得 
一 tA 84= 自 
求 得 特征 根 为 


如 二 4 hi 一 一 全 8 AS 二 二。 
当 , = 4 时 ， 由 符 阵 


( 一 和 ] 


1 一 吕 

得 
— 
2 = 1,0.0? 

当 2,= 一 2 时 ， 由 和 矩阵 

(人 0 ” 
0 1 1 

得 
fo- Le 
AL 


当心 一 DD 队 ， 由 给 竹 
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¢ -1 1 
得 
?lv2 v2 
由 于 
一 > 一 -他 
el eres = —1 
则 可取 
1 1 
1 > 人 一 一， -| 
"0, -7 2 
由 公式 算得 
4 =0 EE do! = i 
| 2 v2 
于 是 原 方 程 化 简 为 


dx 2 3 BH Se +t1=0 
再 进行 配方 整理 ， 得 


se 位 一 2( 3- 3 3) ~ vv 到 (gs 加 13x 人) -1 


作 平 移 变 换 
x 一 rt 


oy! | 


“2 


%!' = + 13— 


人 
wt 2y" ?= 9 本 

此 柯 知 ， 原 方程 确定 一 汉 曲 拖 物 记 
《3 ) 作 特 入 方程 


站 站 二 


0 -4 -1 1 | 


d=| -123-4 -1|=0 
1 一 1 人 一 1 
展开 得 
一 站 十 2 二 34= 0 
求 得 特征 根 为 
1=3 1 -Ti=0 
当 而 = 3 上 时， 出 算 降 
一 23 -1 i 
(1 1 
得 


4 = 一 工时， 由 矩阵 


[1 


-1 -1 
得 
1 
‘= ™ — 一 一 一 
| 二 9 
而 
一 > 一 > 一 > 
gs 二 va 了 - 人 1. 
3 i ”3 
由 公式 求 得 一 次 项 的 系数 为 
1 一 9 A 一 - 工 3， 4s =0 


于 是 曲面 方程 化 简 为 
3xP 一 和 一 6 % 一 Ty -5=0 


再 进行 配方 整理 ， 得 
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12 
作 平 移 变 所 
二 mer 才 - ‘6 
12 


了 『 
名 一 名 


则 曲面 方程 化 简 为 标准 形式 


of na! 


| 


《4 作 特 全 方程 
1—-4 一 3 
A= | -11-4 31=0 
3 -30-1 
形 开 得 
-下 + =0 
求 得 特征 看 为 
=11， 一 A 二 从 
当 宙 = 11 时 ， 上 出 矩阵 


(1 3 


一 1 -10 一 


fl -1 | 
A vw 11 v11 


—> 一 
由 于 = 4 = 和 0 是 二 重 根 ， 册 由 6 -Le 得 
i, — Ws BN 二 个 


生 包 和 


一 > 一 > 
Fy = | 


7_[ | 8 3 2 


Xe 一 一 


7 VE va 
由 公式 求 得 一 次 项 的 系数 为 
1 = 一 w11, de = D0, aye =0 


则 曲面 方程 化 简 为 
11x*— 311x'=0 
或 
的 全 一 3w Tiw， = 从 
11 


再 进行 配方 整理 ， 得 


11 11 
作 平 移 变 换 
和 一品 年 | 
1 
了 
se 二 人 | 
则 曲面 方程 化 简 为 标准 形式 
x “一 + II 
11 


由 蕊 可 知 ， 原 曲面 方程 确定 垂直 于 Ox" 轴 的 二 平行 平面 . 
(5 》 作 特征 方程 (为 了 不 取 分 数 先 将 原 方 程 两 端 乘 以 
2 ) 
0-2 -1 1 
-12-4 -1 
1 -~10~2 


了 = = 0 


展开 得 
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一 站 汀 21 +34=0 
求 得 特征 根 为 
li=3, N= 一 1， 加 = 用 
当 4=3 时， 由 矩阵 


CC， 


_1 » -1 
得 
T_T 1 1 
vg ve | 
由 于 
yy 
eI' tarts = 1 
内 而，6。 台 与 新 坐标 辆 的 方向 相同 。 于 是 由 公式 求 得 
a 一 6， Ha 一 sw 3 = 站 
则 曲面 方程 化 向 为 
el — 十 De! DY 一 0 
再 配方 整理 为 


(x +t) — (ytv 2)°=0 


8 忆 


了 二 名 
外 而 曲面 方程 化 简 为 标准 形式 
Bx! y= 0 
由 此 可 知 ， 原 方程 确定 两 个 相交 的 平面 ， 
31]， 
证 和 驹 把 方程 化 为 最 简 形式 ， 
作 特 征 方程 
2—1 -2 -2 
4=| -223-4 1 |=0 
—2 1 一 
展开 得 
一 下 + 一 13A4= 0 
求 得 特征 根 为 
A =2, A =6. d= 
对 应 的 三 个 主 方 问 为 
ri _l1 1 
“0 
si 1 1 _1| 
1 VF VE V3) 
:2 1 大 -| 
6 
由 一 次 项 的 系数 公式 求 得 
a = 2 ho =O as = 
则 原 方 程 化 简 为 
Sx OF a oxX +1=0 
经 配方 驴 理 为 
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出 方程 化 为 最 简 形 式 
2 十 6 下 
或 
x += 人 0 
由 于 满足 上 式 的 成 的 轨迹 是 一 条 直线 (0'%" 轴 》 ， 从 而 原 
方程 确定 一 条 直线 ， 


-了 ~ 一 
由 sr， #1 ， es 确定 的 变换 公式 


”1-7 -一 
3 yr | 
| 


求 得 新 坐标 原点 在 旧 坐 标 系 中 的 坐标 为 0(0，- 子 ， 亏 )， 而 直 


线 的 方向 向 量 与 共 线 ， 可 取 


4 {2, 1, 1} 
于 是 。 直线 方程 为 


32. 
解 ” 先 将 方程 化 简 ， 确 定 旋 转轴 ， 


8 六 


作 特 征 方程 


展 升 得 

-+12 3561=0 
求 得 特征 根 为 

= 和 =6， 心 = 
对 应 于 特征 根 的 主 方向 分 别 为 


一 了 六 


1 
7 
本 fi 1 1 | 
Lv ww 本 3 
ol >: _l1 | 
6 v6 v6 
-次 项 的 系数 为 
2 


则 方 程 化 简 为 
Bx + y+ Dx 2 3Yy=0 
再 配方 整理 为 
2 了 3 
6 -和 0 
作 平 移 变 换 
x x 2 
12 
一 一 人 
3 
二 6 
中 "一 各: 


于 是 已 知 曲面 方程 化 简 为 标准 形式 


a89 


Bx 十 各 re Of = 内 
2 le 


由 此 可 绍 ， 曲 面 的 旋转 轴 为 0'%” 轴 ， 新 的 坐标 原点 在 旋转 后 的 


毕 标 系 中 的 堡 标 为 0'( - 半 之 ，- 3 ，0) 由 坐标 变换 公式 


2 

一 -一世 

v6 
一 Lo + ty + ss， 1 


2 3” v6 


求 得 新 储 标 原 点 在 原 促 标 系 中 的 坐标 为 0( 地，- 言 ,- 五 )， 


而 轴线 的 方向 向 量 # 与 必 共 线 ， 可 取 


于 是 轴 线 方程 汶 
2 
1 一 了 ] 
上 由 共 面 条 件 知 ， 所 求 平 面 方程 为 
1 L ] 
| “1 "EE ET 
1 1 = 六 
0 1 二 十 一 0 二 了 5 
1 一 了 1 
展开 后 并 整理 得 
2 一 一 全 一 
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附 录 
历 史 略 述 


解析 几何 是 口 然 科学 和 工程 技术 中 一 种 最 六 本 的 数学 工 
具 。 它 的 产生 和 发 展 ， 兽 在 数学 的 发 展 过 程 中 起 过 重要 的 作 
用 . 

在 解析 几何 产生 之 前 ， 虽 然 它 所 使用 的 某 些 工具 和 研究 对 
象 已 经 出 现 ， 便 如 我 国 古 代 早 已 用 代数 方法 来 解 开 一 些 刀 何 问 
题 ， 古 代 希 腊 数学 家 已 对 圆锥 曲线 〈 李 图、 双 曲 线 、 挑 物 组 ) 
做 了 较 系 统 的 研究 ， 但 是 ， 人 代数 方 法 并 没有 与 坐标 法 紧密 结合 
起 来 ， 没 有 把 代数 方程 中 的 未 知 量 看 做 变量 ， 更 设 有 把 带 有 两 
个 变量 的 代数 方程 与 平面 曲线 对 应 起 来 。 而 圆锥 曲线 的 研究 ， 
世 只 是 僵 用 纯粹 的 志 何 方法 ， 并 没有 使 用 代数 方法 。 因 此 、 人 让 
数 方 法 的 出 现 ， 回 欠 曲 线 的 研究 ， 只 不 过 为 解析 几何 的 产生 淮 
备 了 一 些 必 要 的 条 件 ， 或 者 说 ， 是 解析 几何 产生 的 一 些 蝴 芽 因 
素 罢 了 。 

解析 几何 是 在 17 世 纪 资 本 主义 生产 发 展 的 影响 下 ， 在 数学 
科学 迅速 发 展 的 基础 上 ， 由 法 国 数学 家 第 卡 儿 (1596~-1650)、 
费 尔 玛 (1601 一 1665)》 等 人 人 创建 的 。 解 析 几 何 的 创建 使 数学 从 
常量 的 研究 时 期 ， 进 入 了 变量 的 古 究 阶段 ， 它 不 仅 使 数学 有 了 
重大 进步 ， 而 且 推 动 着 微 积分 以 及 整个 数学 学 科 窒 飞 猛 进 。 因 
此 ， 可 以 说 ， 解 析 几 何 的 产生 是 数学 发 展 史 上 的 一 次 飞 赋 . 

解析 几何 在 17 世纪 的 前 半期 山 现 并 不 是 偶然 的 ， 从 14 志 纪 
以 来 ， 欧 洲 的 资本 主义 生产 方式 以 及 航海 、 贸 易 等 有 了 迅速 的 


世人 


发 展 。 它 不 仅 影响 若 当 时 的 社会 划 傅 ， 而 且 人 也 切 要 求生 产 技 术 
以 及 有 关 目 然 科 学 的 大 发 展 ， 对 运动 的 研究 已 成 为 当时 自然 科 
学 的 中 心 问 题 ， 例 如 ， 许 多 科学 家 去 研究 天 文 气象 、 搜 射 体 运 
动 、 摆 的 振动 以 及 行星 绕 太 阳 的 运动 等 。 在 这 种 情况 下 ， 科 学 
成 果 不 断 出 现 。 哥 白 尼 (1473 一 1543》 提 出 了 日 心地 动 学 说 ; 
刻 直 加 (1571 一 1630) 发 现 了 行星 绕 太 阳 公 转 的 轨道 是 椭 辐 
形 ， 并 且 指 出 太阳 位 于 枉 圆 的 一 个 焦点 上 匣 利 路 《1564 一 
1642) 发 现 了 狗 出 的 石子 和 弹道 的 轨迹 是 抛物 线 的 形状 ， 落 休 
所 通过 的 路 程 与 时 间 的 平方 成 比例 ， 还 进一步 研究 了 抛 冉 体 运 
动 的 规律 因而， 有 关 图 锥 曲线 备 种 数据 的 计算 就 成 为 迫切 需 
要 的 了 。 如 果 说 在 古代 ， 古 究 圆锥 曲线 具 作 为 纯粹 数学 研究 的 
对 象 ， 那 末 到 了 负 卡 儿 的 这 个 时 代 ， 和 研究 圆锥 上 曲线 对 天 文学 ， 
力学 和 科学 技术 都 有 了 更 现实 和 的 意义 . 

生产 和 自然 科学 的 这 种 发 展 状况 是 离 不 开 数 学 的 。 因 为， 
事物 都 有 量 和 质 的 珊 个 方面 ， 基 和 质 的 对 立 统 一 是 事物 发 展 的 
基本 规律 之 一 ， 大 们 往往 还 过量 的 变化 来 认识 事物 质 的 变化 ， 
所 以 ， 许 多 科学 各 工程 技术 都 日 益 广泛 和 深入 地 运用 者 数学 这 
个 工具 ， 同 时 也 给 数学 不 断 提 出 许多 新 问题. 这 类 问题 具有 尊 
更 的 共同 特点 ， 就 是 运动 ， 这 就 要 求 数学 从 运动 变化 的 角度 去 
研究 问题 。 也 就 是 研究 运动 过 程 中 ， 物 体 的 位 置 关 系 以 及 备 种 
变化 着 的 量 的 依 束 关系 ， 晨 别 是 要 求 把 形 与 数 结合 起 来 研究 。 
例如 ， 在 以 落体 和 行星 为 典型 的 机 械 运 动 的 赋 究 中 ， 提 出 两 个 
最 基本 的 问题 ， 一 个 是 已 知 路 程 求 速度 ， 另 一 个 是 已 知 速 度 求 
路 程 。 和 企 等 速 运动 的 情 训 下， 这 两 个 问题 用 初等 数学 就 可 以 解 
决 ， 速 度 = 路 程 + 时 间 ; 路 程 = 速度 x 峙 间 ， 全 是， 在 变速 运 
动 ， 也 就 是 速度 随时 间 变 化 的 情况 下， 只 用 初等 煞 学 的 方法 就 
无 能 为 力 了 ， 因 为 速度 成 了 恋 量 ， 初 等 的 展 量 数学 无 法 描述 时 
色 、 人 位置、 速度 之 阿 的 复杂 关 杀 。 这 种 让 慎 要 求 数 学 宽 酸 研究 
常量 的 传统 范围 ， 提 供 能 够 用 以 描述 和 研究 牧 体 运 动 以 及 蛮 化 
过 程 的 新 的 数学 概念 一 一 变量 和 图 数 ， 新 的 数学 工具 - … 变量 


到 中 之 


数学 . 

在 17 拱 纪 的 初期 虽然 许多 优秀 的 数学 家 了 解 到 这 种 需 
要 。 并 已 接 裔 了 一 些 解析 几何 的 观念 .但 其 中 逻 先 认识 到 创 想 
解 本 几何 这 门 新 的 数学 学 科 的 必要 性 和 可 能 性 的 就 是 省 卡 儿 和 
费 汶 玛 . 箔 卡 儿 是 解析 几何 的 主要 创建 者 ， 他 在 1637 年 ， 发 表 
了 他 的 长 篇 上 暂 学 著作 《方法 论 》。 在 这 部 著作 的 后 一 部 分 ， 作 
为 附录 ， 了 以 《几何 学 》 为 题 的 论文 中 ， 第 卡 儿 较 全 面 地 叙述 了 
和 解析 几何 这 个 学 科 的 思想 观点 和 数学 理论 ， 笛 卡 儿 的 《几何 
学 了》 览 定 了 解析 几何 的 基 视 ， 

茜 卡 妃 想 要 创 道 一 种 方法 ， 用 来 解决 给 煞 学 提出 的 一 些 新 
问题 。 特 别 是 那些 属于 运动 变化 的 问题 。 他 的 方法 是 以 两 个 基 
本 观感 为 基础 ， 一 是 坐标 的 观点 ; 二 是 把 含有 两 个 未 知 数 的 性 
一 代数 方程 F(x,y) =0 看 作 平面 上 一 条 曲线 的 观点 。 笛 - 卡 妃 的 
第 一 个 观点 ， 坐 标的 引入 ， 使 平面 所 谓 “ 算 术 化 ”， 即 把 点 与 
数组 间 建 立 一 一 对 应 关系 ， 反 的 变化 可 用 数 的 变化 来 反 肌 。 笛 
卡 儿 的 第 二 个 观点 ， 他 把 Fex,y} = 0 中 的 x,y 看 成 变量 ， x* 看 
碟 把 的“ 横 举 标 ”， 与 x 对 应 的 作为 局 的 “ 织 坐 标 ”。 于 
是 ， 当 连续 变化 时 ， 对 于 每 个 * 可 得 到 完全 确定 的 XY， 也 就 
是 ， 每 一 对 值 (x,y) 部 对 应 一 个 点 。 上 反之 ， 每 个 点 对 应 于 它 的 
坐标 x，y。 注 此 ， 在 一 般 情 沉 堵 ， 由 方程 F(x,y) = 6 就 得 到 了 
维 成 一 条 有 曲线 的 点 的 集合 。 这 样 ， 对 于 会 两 个 变数 的 代数 方程 
上 《xy =0， 与 之 对 应 的 是 平面 上 完全 确定 的 一 条 曲线 ， 也 就 
是 ， 下 (x,3) =0 表示 平面 上 所 有 其 坐标 满足 这 个 方程 的 点 的 集 
合 构 成 的 萝 弘 。 笛 卡 儿 的 这 种 观点 和 方法 ， 开 创 了 一 门 新 的 数 
学 学 科 一 -解析 几何 ， 这 个 新 学 科 把 曲线 与 方程 联系 起 来 ， 把 
形 与 数 结合 起 来 ， 把 几何 与 代数 结合 起 来 ， 它 能 够 把 几何 问题 
归 绪 为 代数 问题 ， 通 过 代数 问题 的 解决 ， 来 解决 几何 问题 ， 并 
且 它 成 为 好 究 解 闫 菜 些 运动 变化 问题 的 有 利 工 具 。 解 析 几 何 的 
产生 是 建立 变量 数学 的 第 一 个 巨大 的 成 就 ， 

和 馈 卡 儿 在 他 的 《几何 学 》 和 其 它 著 作 中 ， 较 详细 地 讨论 了 
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解析 几何 的 一 些 基 本 问题 和 应 罚 。 李 用 相似 三 骨 形 来 求 按 已 知 
比分 割 已 知 线 眉 的 分 点 坐标 | 利用 求 磁 形 面积 的 方法 来 计算 二 
角形 和 的 莲 积 ; 他 还 研究 了 一 次 方程 所 表示 的 曲线 是 直线 以 及 直 
线 的 各 种 位 曾 关 系 ; 他 指出 了 上 其 有 两 个 变数 的 二 次 方程 A 十 
Bxy+ Cy + Dx+ Lyt+F=0. 表 示 槛 图 ， 双 则 线 或 抛物 线 ， 这 些 
都 是 箔 卡 儿 在 创立 解析 儿 何 中 最 重要 的 成 就 。 此 外 ， 他 还 研究 
了 许多 有 趣 的 几何 轨迹 问题 ， 并 利用 抛物 线 与 圆 章 交点 来 求 三 
次 和 四 次 方程 的 实 根 。 

费 尔 玛 对 解析 抑 何 的 创建 也 有 根 大 的 贡献 ， 他 得 到 的 某 些 
结果 比 笛 卡 几 的 还 要 好 。 如 费 尔 玛 已 得 到 了 直线 和 二 次 曲线 的 
一 些 方 程 ,用 普通 的 表示 法 就 是 ,直线 的 方程 为 多 dg = (4 一 x)/Y; 
桶 加 的 上 方程 为 一 w= 双 曲 线 的 方程 为 和 + 拉 = 大 关 抛物 
线 的 方程 为 x* = 风 。 费 尔 玛 还 提出 一 个 很 重要 的 命题 ， 就 是 ， 
“ 几 谷 有 两 个 未 向 数 的 方程 ， 总 能 够 确定 一 个 轨迹 ， 画 出 一 条 
直线 或 曲线 ”， 这 是 对 他 研究 成 果 的 一 个 概 搭 ， 

解析 所 和 何 的 创建 ， 节 重要 的 一 点 是 ， 在 数学 中 引进 了 恋 
数 。 变数 的 引入 ， 成 为 数学 发 展 的 一 个 转折 点 ， 并 促进 了 微 积 
分 有 的 发 展 、 思 格 斯 说 ，“ 数 学 中 的 转折 点 是 销 卡 几 的 变数 ”， 
数学 本 里 由 于 研究 变数 向 进入 辩证 法 的 领域 ， 而 且 委 明显， 正 
是 辩证 哲学 察 笛 卡 目 使 数学 有 了 这 种 进步 ， 又 说 ， “看 了 变 
数 ， 微 分 和 积分 也 了 吏 立 刻 成 为 必要 的 了 ，……。 ”第 卡 儿 在 他 
园区 儿 何 党 了》 论文 中 研究 透 镶 的 桶 光 人 性 能 时 ， 讨 论 了 求 曲 线 的 
切线 问题 、 费 尔 玛 在 研究 一 个 量 的 极 大 极 小 值 时 ， 借 助 运动 的 
观点 ， 提 出 了 确定 切线 的 方法 、， 这 些 都 是 微 积分 中 微分 计算 的 
先导 。 由 于 人 符 卡 儿 和 蓝 尔 玛 在 解析 几何 中 引进 了 变数 概念 ， 并 
拒 摘 述 运 动 的 田 数 关系 和 上 曲线 问题 的 研究 统一 起 来 ， 从 而 ， 关 
于 隶 速 度 与 求 路 程 这 类 上 问题， 就 下 以 化 为 求 切 线 和 求 面 积 的 问 
题 。 于 是 ， 解 雇 生 产 实 践 中 提出 的 有 关 运 动 蛮 化 的 一 些 问 题 ， 
可 以 应 用 数学 上 求 切 线 和 和 求 而 积 的 一 些 成 果 。 这 样 ， 由 于 生产 
和 科学 实践 的 需要 ， 由 于 解析 所 何 的 产生 ， 在 长 期 积 黑 的 大 量 
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数学 成 果 的 基础 上 ， 在 17 世 纪 后 期 ， 终 于 由 咎 瑟 (1842 一 1707) 
和 芋 布 尼 兹 (1646 一 1716》 总 结 、 发 展 了 前 人 的 工作 ， 几 王 
同时 建站 了 微 积 分 .正如 恩格斯 指出 的 ， 微 积分 “是 由 牛 瑟 和 
于 布 尼 兹 天体 上 完成 的 ， 但 不 是 由 他们 发 明 的 ”。 我 们 现在 使 
用 的 “ 举 标 ”、“ 横 举 标 ”、“ 织 举 标 ”等 概念 就 是 菜 布 尼 芝 
首先 提出 来 的 。 解析 几 衙 与 微 积分 的 出 现 ， 使 得 在 它们 之 前 无 
法 解决 的 问题 变 得 易于 解决 了 了 ， 它 们 从 本 质 上 改变 了 当时 数学 
的 面 狐 ， 解 析 几 何 与 微 积分 的 出 现 ， 实 现 了 常量 数学 向 变量 数 
尝 的 飞跃 。 因 此， 微 积分 的 产生 是 建立 和 发 展 变量 数学 的 又 一 
个 伟大 的 成 就 . 

由 于 生产 和 科学 实践 的 和 需要， 解析 几 和合 有 了 广泛 的 应 用 ， 
因而 不 断 地 发 展 起 来 。 较 时 把 解析 几何 推 向 前 进 的 是 牛 瑟 ， 他 
在 1704 年 ， 对 于 二 次 和 三 次 曲线 理论 进行 了 较 系 统 的 研究 ， 特 
别 是 ， 得 到 了 关于 “直径 ”的 一 般 理 论 。 例如， 二 次 曲线 的 平 
行 踊 中 点 的 轨迹 是 直线， 这 个 结论 对 椭 圈 、 双 曲线 、 执 物 线 都 
古 正 滴 的 。 对 于 这 个 早已 问 知 了 的 命题 ， 杰 用 经 典 几 何 的 方法 
来 论证 是 非常 困难 的 ， 然 而 用 解析 几何 的 方法 却 很 容易 就 证 明 
了 了。 这 也 显示 出 解析 几 柯 的 必用， 

1748 年 ， 蔷 名 数学 家 欧 拉 《1t707 一 1783) 在 他 的 《分 析 引 
论 》》 著作 中 ， 论 述 并 发 展 了 解析 几何 ， 他 不 仅 对 二 阶 曲 线 进 行 
了 详细 地 讨论 ， 面 生还 研究 了 高 阶 曲线 。 他 讨论 了 举 标 轴 的 平 
移 和 和 旋转。 并 且 得 出 在 华 标 轴 挛 换 时 ， 方 程 的 次 数 不 会 改变 . 
这 是 因为 变换 式 是 一 次 的 ， 所 以 次 数 不 能 天 高 ， 也 不 能 降低 。 
语 时 ， 殉 拉 还 在 他 的 书 中 话 细 讨论 了 带 两 个 变量 的 二 次 方程 总 
可 化 成 9 种 标准 形状 中 的 一 种 ， 也 就 是 对 平面 曲线 作 了 分 类 ， 
他 的 论证 和 现在 解析 元 和 何 中 的 有 关内 容 很 相近 ， 只 是 形式 不 同 
去 丁 。 

在 欧 拉 之 后 ， 拉 烙 衣 日 (1736--1813) 对 解析 几何 的 发 展 
作出 了 重大 页 献 ， 地 在 1788 年 发 表 的 将 作 《 解 析 力 学 》 中 ， 把 
力 、 速 度 、 加 速度 “算术 化 ”了 。 如 同 笛 卡 儿 把 点 “算术 化 ” 
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了 了 一样 ， 他 把 力 、 速 度 ， 加 速度 表示 为 有 订 线 长 ， 有 喇 线 段 泊 
坐标 轴 的 分 解 系数 或 有 向 线 引 在 坐标 轴 上 的 射影 是 一 组 数 。 这 
样 ,在 河 线 段 误 可 以 和 数组 对 应 起 来, 也 就 是 所 谓 “ 算 术 化 ”， 
由 于 数学 和 咎 理 在 电学 的 影响 下， 广泛 地 讨论 和 使 用 了 有 向 线 
段 的 理论 ， 因 此 后 求 就 被 称 为 向 量 。 庙 量 理 论 在 物理 、 力 学 、 
数学 各 科学 技术 中 有 着 广泛 的 重要 的 应 用 。 向 量 理论 中 的 代数 
良 分 ， 现 在 已 成 为 解析 几 富 内 容 的 重要 组 成 部 分 ， 

应 当 措 出 ， 不 论 笛 卡 几 还 是 和 牛顿， 都 没有 涉及 到 空间 解析 
兹 和 何 。 在 418 世纪 的 前 半期 ， 这 个 工作 帕克 雷 洛 和 拉 盖 尔 知 计 
了 。 他 们 把 空间 的 点 与 二 数组 对 应 起 来 ， 含 三 个 变量 的 方程 表 
示 曲 夯 ， 每 个 含 三 个 变量 的 一 次 方程 Ax+ By+Cx+D=0 案 
示 一 个 平面 ; 直线 可 作为 两 个 平面 的 次 绕 ， 傅 有 三 个 变量 的 
一 般 二 次 方程 可 经 过 坐标 轴 的 平移 和 旋转 化 简 成 17 种 标准 方 
程 ， 它 们 类 示 根 本 不 同 的 17 种 美 型 的 滞 面 ， 有 两 种 椭 有 购 面 ( 实 
的 和 虚 的 ) ， 两 种 双关 面 ( 单 叶 的 和 又 叶 和 的 ) ， 两 种 抛物 面 
‘椭圆 的 和 双 曲 的 ) ， 两 种 一 阶 锥 面 〈 实 的 和 康 的 ) 以 及 9 种 
柱 面 。 所 有 这 些 曲 面 ， 在 力学 、 物 理 和 科学 技术 中 都 有 它们 的 
上 用场. 

解析 几 司 从 产生 到 现在 ， 经 过 了 漫长 的 发 展 道路 。 现 代 的 
解析 几何 无 论 是 方法 还 是 内 容 都 已 发 生 了 很 太 的 变化 。 方 法 更 
加 多 样 , 内 容 更 加 丰富 和 广泛 . 特 册 是 具有 重要 意 交 和 作用 的 变 
换 、 变 换 群 以 及 不 变量 前 理论 已 被 引入 般 折 几何 ， 因 面 ， 仿 射 
几何 、 射 影 琵 何 已 成 为 现代 解析 几何 的 给 成 部 和 分。 它们 主 研 究 
搬 何 图 形 的 仿 射 、 射 影 性 质 ， 在 研究 一 次 曲线 和 一 次 关 面 的 分 
基 ， 许 研究 密集 物质 连续 变换 理论 〔 如 弹性 理论 、 流 体 理 论 ) 
以 及 测绘 、 建 筑 等 方面 都 有 广泛 的 应用 ， 

解析 几何 的 发 展 ， 昌 然 较为 完善 ， 但 并 不 是 到 了 尽 法 。 作 
为 普通 解析 几何 的 延 龟 和 推广 ， 早 已 出 现 了 代数 几何 这 归 学 
科 。 现 在 ， 作 为 教科 书 范 留 的 解析 几何 ， 只 不 过 是 代数 几何 的 
极其 初 线 的 一 部 分 罢了 。 人 代数 几何 所 研究 的 对 象 是 代数 方程 所 
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家 示 的 晶 线 、 巾 面积 超 曲 画 ， 这 些 方 程 不 仅 有 有 一 次 的 二 次 的 ， 
而 且 还 研究 高 次 的 。 代 数 几 何不 仅 在 实 空间 而 且 还 在 复 空间 磺 
究 几 何 图 形 的 性 质 。 在 这 个 领域 较 早 的 一 些 重要 成 果 ， 已 在 上 
一 世纪 就 被 数学 家 获 曼 得 出 了 ， 现 人 在， 代数 几 何 仍然 是 发 展 车 
的 一 个 学 科 ， 


汉 英 名 词 对 娩 


第 一 章 ” 室 间 华 标 系 


坐标 coordinatc 

众 标 藉 Coordinate system 
直角 举 慰 系 rectangular coordinate system 
下 al positive direction 
质问 negative direction 
坐标 轴 coordinate axis 

奉 标 图 coordinate plane 
原点 oripin 

横 轴 axis of abscissas 

纵 轴 axXis of ordinates 
坚 轴 -axis 

横 坐 标 abscissa 

准 谷 标 otdinate 

鉴 举 标 %-Coordinaste 

动 所 variable point 
流动 坐标 current coordinates 
卦 限 octant 

左手 系 ieft-hand system 
右手 又 right-hand system 
极 上 坐标 polar coordinates 
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局 上 华 标 系 polar coordinates System 


球面 坐标 spherical coordinates 

极品 pole 

被 抽 polar axis 

裤 角 Polar angle 

动 征 radius vector 

施 位 第 azimuthal angle 

天 项 二 Zetithal angle 

柱 面 坐 标 cylindtical coordinates 

柱 面 坐标 系 cylindrical coordinates systenm 


第 二 章 ”向 是 代数 


II 其 yeetor 

呵 量 代数 vector algebra 

癌 量 的 模 modulus of vector 
和 零 问 基 null vector 

单位 目 量 Unit vector 

相等 回 量 Equal vector 

相反 订 握 Anti—vector 

目 由 向 量 free wector 

扯 线 上 器 量 collinear vector 

共 面 呵 量 coplanar vector 
线性 组合 linear combination 
线性 相关 linearly dependent 
线性 扰 关 linearly independent 
尾村 条 性 necessary condition 
充分 杀人 入 sufiicient condition 
射影 projectiye 

向 呈 的 举 标 coDrdinate of vector 
径 呵 量 tadilius Vector 
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模 长 modulus 


方 何 胡 direction angiles 
方向 全 怠 direction coOsine 
方向 数 direction numbers 
狐 量 积 scalar produt 

器 量 积 veotor product 
混合 舱 mixed product 

二 . 重 呵 量 积 bivector product 
奕 挤 律 commutative law 
结合 律 associative law 

分 配 律 distributive law 


第 三 章 平面 和 直线 


平面 plane 

直线 straight line 

平面 方程 equation of plane 

直线 方程 equation ot straight line 
一 般 方 程 gencral equation 

向 其 方程 VECtoOr CAqUaLION 

法 线 normal 

法 线 式 normai {form 

瞧 距 intercept 

截 限 式 intercept form 

及 离 distance 

夹 和 朋 inciuded angie 

竹 直 条 人 忻 condition of perpendicularity 
平行 条 件 condition of parallelism 
惕 点 point of intersection 

奸 阵 matrix 


秩 ta 长 


面 束 


Pencil of Ptanes 


面 把 bundle of planes 

His ceniter 

有 了 辐 百 线 oricnted 1inc 

标准 方程 canonical equatint 

参数 方程 parainetic equation 

公 焉 线 common perpendicular 

江面 香 线 skew lines 
第 四 章 ”二 次 曲面 

曲面 SUTface 

曲线 curve 

二 光量 面 guadric surface 

项 面 方程 equation of surface 

曲线 方程 cquation of eurve 

圆柱 媒 线 ordinary helix 

实时 而 real surface 

虚 渴 面 imaginary SUriace 

代数 星 面 algebraic surface 

超越 量 面 iranscenderital suriace 

旋转 曲面 surflace of revolution 

旋转 轴 axis of revolution 

母线 gencrating line 

旋转 查 画 面 cilipsoidal of revolution 

单 叶 旋转 双 曲 面 hyperboloid of revolution of one 
shect 

双 叶 旋转 双 助 面 two sheeted hyperboloid of 
revolution 


旋转 抛物 面 parabolioid of reyolution 
伸 鳃 变换 dilatation transformation 
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椭 图 面 ellipsoid 


单 叶 双 曲面 hyPerboloid of one sheet 
双 叶 双星 而 hyperboloid of two sheet 
椭 阅 和 狐 物 面 clliptic paraboloid 

驶 上 汕 抛物 面 hyperbolic paraboloid 
柱 面 cylinder 

惟 面 cone 

准 线 directrix 

慷 加 柱 面 elliptic cylinder 

戏曲 柱 面 hyperbolic cylinder 

氢 物 柱 面 parabolic cylinder 

二 次 柱 面 quadratic Cylinder 

一 演 锥 面 quadratic cone 

圆锥 而 circular cone 

埠 口 section 

对 称 平 面 bfianc of symmetry 

主 平 面 Principul plane 

对 区 中 心 center of symmetry 

对 称 轴 axis of symmetry 

直 谎 面 ruled surface 

EE rectilinear generator 


第 五 章 二 次 曲面 的 -一般 理 论 


-一般 二 次 方程 gencral quadratie cquation 

曲 画 中 心 Center of surface 

有 心 二 次 曲 曾 central quadtic 

万 心 二 次 曲面 noncentral quadric 

举 标 变换 transformation of coordinates 
平移 变换 tiranslation 

旋转 变换 rotation 


六 万 回 principal direction 

特征 廊 程 characteristic cquation 
特征 根 characteristic root 

二 次 曲面 的 分 类 classification of quadtrics 


SO 


和 从 总 


th 


和 


TS 


epsijon 
zeta 
cta 
theta 
iCta 
kappa 
lambda 


omicron 
Pi 

Tha 
Si 
ta 
upsilon 
phi 

chi 
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后 记 


本 书 主 要 是 根据 自学 读者 的 学 习 逢 要 ， 在 总 结 以 往 钱 析 几 
何 教 学 经 验 的 基础 上 ， 和 参 恨 壮 育 部 新 颁 解 析 儿 何 教 学 大纲 而 编 
写 的 。 

本 书 的 主要 内 容 分 为 三 个 部 分 。 第 一 部 分 是 空间 解析 几何 
讲义 。 它 系统 地 介绍 了 空间 解析 几何 的 基本 内 容 。 症 举 标 系 的 
基础 上 ， 以 向 量 伐 烤 为 基本 工具 ， 着 更 讨论 了 平面 和 直线。 二 
次 曲面 以 及 二 次 曲面 的 分 类 。 第 二 部 分 是 空间 佣 析 几何 学 习 指 
号 。 它 是 密切 配 含 讲义 的 内 容 而 龟 写 的 。 每 党 开头 都 有 学 习 贾 
点 和 基本 机 求 。 对 讲义 的 内 容 进 行 了 具体 分 析 ， 一 些 重要 的 地 
方 都 作 了 详细 的 说 明 ， 使 讲义 中 的 一 些 概念 和 内容 有 所 深 化 和 
扩 亮 。 为 了 才 助 读者 总 结 、 摄 插 所 学 的 内 容 ， 和 紫 章 后 面 都 有 小 
结 。 第 三 部 分 是 空间 解析 上 几何 避 题 解答 。 它 包括 仔细 挑 挝 出 来 
的 紧密 配合 讲义 内 容 的 300 多 道 习 题 ， 类 型 较 全 ， 难 易 适 当 。 每 
道 避 题 才 作 了 详细 解答 。 有 些 避 题 还 给 出 了 不 同 的 解法 。 

本 书 由 郭 卫 中 主 缚 。 陈 润 瀛 参加 编写 了 讲义 第 一 章 和 第 
一 、 四 、 五 章 学 习 指 导 f 张 兴 汉 参 加 编写 了 讲义 第 二 章 和 钊 二 
章 学 习 指 时 4 万 福 之 参加 编写 了 讲义 第 三 章 和 第 三 党 学 习 指 
也; 和 孙 伟 志 选 编 了 习题 ， 闪 作 了 习题 解答 。 

本 书 定 编写 过 程 中 ， 担 到 杰 北 师范 大 学 数学 系 名 几何 攻 研 
室 的 支持 。 还 承蒙 己 春 田 教授 审阅 了 讲义 部 分 的 原稿 ， 王 家 摩 
副教授 审 闵 了 学 习 指 民 部 分 的 原稿 。 并 绘制 了 全 部 三 图 。 在 
此 。 谨 表 谢 高 。 

限于 编 韦 水平， 本 书 会 有 不 当 其 至 错误 之 处 ， 欢 迎 恋 者 指 
上 。 编 省 

1981 年 8 月 
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